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Условные обозначения 
 

◄ – начало решения примера 
► – решение примера завершено 
∅  − пустое множество 

BA⇒  − из высказывания A  следует  
высказывание B  

BA ⇔  − высказывания A  и B  равносильны 
N  − множество натуральных чисел 
Z  − множество целых чисел 
Q  − множество рациональных чисел 
R  − множество действительных чисел 

Xx∈  − элемент x  принадлежит множеству X  

ni ,1=  − число  принимает последовательно все 
значения от 1 до  из множества  

i
n N

∀  – квантор всеобщности (любой, для всякого) 
∃  – квантор существования (существует) 
Опр. – определение 
НОК – наименьшее общее кратное 
ОДУ – обыкновенное дифференциальное  

уравнение  
СДУ – система дифференциальных уравнений 
ФНП – функция нескольких переменных 
ЛНДУ – линейное неоднородное дифференциальное 

уравнение 
ЛОДУ – линейное однородное дифференциальное 

уравнение 
сл. обр. – следующим образом 
сл–но – следовательно 
т. и т.т. – тогда и только тогда 
т.о. – таким образом 
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Предисловие 
В пособии рассмотрен материал, который изучается в тех-

нических вузах в рамках дисциплины «Математика», как прави-
ло во II-м семестре на 1-м курсе. Это: 

 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ – описывает 
отношения между малыми приращениями соответствую-
щих переменных. 

 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ – позволяет количе-
ственно выразить свойства множества объектов в целом или 
в среднем и обеспечивает аппарат для сложения большого 
числа малых приращений. 

 ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ – позволяют ко-
личественно выразить зависимость между несколькими ве-
личинами. 

 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ – позволяют выра-
зить соотношения между изменениями физических величин 
и потому имеют большое значение в практических прило-
жениях. 
Теоретический материал по данным разделам содержит ос-

новные определения, формулировки теорем, примеры, демонст-
рирующие методы решения типичных задач. Предполагается, 
что доказательства приведенных утверждений можно изучить 
по рекомендованной в пособии литературе. 

Особую благодарность авторы выражают доценту кафедры 
высшей математики Лукьяновой Г.С., которая систематизирова-
ла рекомендуемую литературу по разделам и факультетам. 
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ГЛАВА 1. ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЁ ПРИЛОЖЕНИЯ 

Зачатки методов математического анализа были у древне-
греческих математиков (Архимед). Систематическое развитие 
эти методы получили в 17 веке. На рубеже 17 и 18 вв. И. Нью-
тон и Г. В. Лейбниц в общем и целом завершили создание диф-
ференциального и интегрального исчисления, а также заложили 
основы учения о рядах и о дифференциальных уравнениях. В 18 
веке Л. Эйлер разработал последние два раздела, а также внес 
большой вклад в развитие других дисциплин математического 
анализа.  

К концу 18 века накопился огромный фактический матери-
ал, но он был недостаточно разработан в логическом отноше-
нии. Этот недостаток был устранен усилиями крупнейших уче-
ных 19 века, таких, как О. Л. Коши во Франции, Н. И. Лобачев-
ский в России, Н. X. Абель в Норвегии, Г. Ф. Б. Риман в Герма-
нии и др. 

Источником дифференциального исчисления были два во-
проса:  

1) о нахождении касательной к произвольной линии,  
2) о нахождении скорости при произвольном законе дви-

жения.  
Оба они привели к одной и той же вычислительной задаче, 

которая и легла в основу дифференциального исчисления. Эта 
задача состоит в том, чтобы по данной функции  найти 
другую функцию 

)(tf
)(tf ′ , названную позже производной и пред-

ставляющую скорость изменения функции  относительно 
изменения аргумента. В таком общем виде задача была постав-
лена И. Ньютоном и в сходной форме Г. В. Лейбницем в 70-х и 
80-х годах 17 века. Но еще в предыдущие полвека Я. Ферма,      
Б. Паскаль и другие ученые фактически дали правила для нахо-
ждения производных многих функций. 

)(tf

Ньютон и Лейбниц завершили это развитие; они ввели об-
щие понятия производной и дифференциала, а также обозначе-
ния, очень упростившие вычисления; они развили аппарат диф-
ференциального исчисления до максимальных пределов и при-
менили дифференциальное исчисление к решению многих задач 
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геометрии и механики. Недостаток логической строгости был 
восполнен только в 19 веке. 

§ 1. Определение производной.  
Механический и физический смысл производной 

Рассмотрим функцию )(xfy = , определенную на некото-
ром интервале . Придадим значению аргумента ),( ba x  произ-
вольное приращение xΔ  такое, чтобы точка xx Δ+  также при-
надлежала интервалу . Значению аргумента ),( ba xx Δ+  соот-
ветствует значение функции . Тогда приращение 
функции  

)( xxf Δ+
)()( xfxxfy −Δ+=Δ .  

Опр. 1. Производной функции  в точке )(xfy = ),( bax∈  
называется  предел отношения приращения функции yΔ  в этой 
точке к соответствующему приращению аргумента xΔ  при 

, если предел существует, и обозначается 0→Δx y′  (или 

, или)(xf ′
dx
dy

). 

Т. о., 
x
yy

x Δ
Δ

=′
→Δ 0

lim  или 
x

xfxxfxf
x Δ

−Δ+
=′

→Δ

)()(lim)(
0

. 

Производная является функцией от x  ))()(( xxf ϕ=′ , если 
в каждой точке x  некоторого промежутка функция  имеет 
производную. Частное значение производной при 

)(xf
ax =  обозна-

чают  или )(af ′ axy =′ . Опера-
цию нахождения производной 
называют дифференцированием 
функции, а функцию называют 
дифференцируемой в точке. 

Если функция дифферен-
цируема в каждой точке неко-
торого интервала (отрезка), то 
говорят, что она дифференци-
руема на этом интервале (отрез-
ке). 
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Понятие производной и соответствующий математический 
аппарат широко используются в различных прикладных задачах.  

Пример 1. Известно, что средняя скорость движения тела 

определяется выражением 
t
Sv =  (  – путь, пройденный 

телом,  – время движения). Очевидно, что мгновенную ско-
рость можно найти, как  

)(tSS =

t

)()()(limlim
00

tS
t

tSttS
t
Sv

tt
′=

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
→Δ→Δ

 – предел определяет 

скорость в момент времени . В этом состоит механический 
смысл производной.► 

t

Пример 2. Возьмем на графике непрерывной функции 
 произвольные точки  и )(xfy = ),(0 yxM ),(1 yyxxM Δ+Δ+  и 

проведем секущую 
. Угол наклона 10MM

ϕ  секущей к оси  
определяется выраже-

нием 

OX

x

y

Δ

Δ
ϕ =tg . Если 

точка  приближает-
ся к точке , двига-

ясь по графику функции 

1M

0M
)(xfy =  (при этом 0→Δx ), то секу-

щая , поворачиваясь вокруг точки , стремится к неко-
торому предельному положению , которое называют ка-
сательной к графику данной функции 

10MM 0M
NM 0

)(xfy =  в точке , 
если предельное положение существует. Поэтому угловой ко-
эффициент касательной равен  

0M

N

x
xfxxf

x
yk

xxx Δ
Δ

Δ
Δϕα

ΔΔΔ

)()(limlimtglimtg
000

−+
====

→→→
 

(в силу непрерывности функции )(xfy = ), если предел суще-
ствует и конечен. ► 

Т.о., мы пришли к выводу: 
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Значение производной )(xf ′  при данном значении аргумен-
та x  равняется тангенсу угла наклона касательной к графику 
функции  в соответствующей точке . В этом 
заключается геометрический смысл производной.  

)(xfy = ),( yxM

Пользуясь уравнением прямой, проходящей через заданную 
точку в заданном направлении ( )( )00 xxkyy −=− , можно за-
писать уравнение касательной к кривой )(xfy =  в точке 

 в виде  ( 00, yx )
)()( 000 xxxfyy −⋅′=− . 

Прямая, перпендикулярная касательной в точке касания, на-
зывается нормалью к кривой. 

Так как нормаль перпендикулярна касательной, то ее угло-
вой коэффициент определяется из равенства 

1íîðìêàñ −=⋅ kk . 
Тогда уравнение нормали имеет вид  

( ) ( 0
0

0
1 xx
xf

yy −⋅
′

−=− ) , если ( ) 00 ≠′ xf . 

Вообще говоря, если функция  описывает какой-
либо физический процесс, то производная этой функции харак-
теризует быстроту протекания этого процесса. В этом состоит 
физический смысл производной. 

)(xfy =

Например, если )(tqq = – закон, определяющий зависи-
мость количества электричества, протекающего через попереч-

ное сечение проводника, от времени , то производная t
dt
dqI =  

определяет силу тока в момент времени ; если t )(xfX =  – за-
кон, определяющий количество вещества, образовавшегося при 

химической реакции за промежуток времени , тогда t
dt
dXv =  – 

скорость химической реакции в данный момент времени . t
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Замечание 1. Если ±∞=
Δ
Δ

→Δ x
f

x 0
lim , то говорят, что функция 

имеет бесконечную производную знака «+» или «–». 
Пример 3. Исходя из определения производной, найти про-

изводную функции xy = . 
◄ Зададим приращение xΔ , такое, что 0≥Δ+ xx . 
Тогда 

xxxy −Δ+=Δ . 
Поэтому 

x
xxx

x
y

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

. 

Переходим в последнем равенстве к пределу при 0→Δx : 

==
−+

==′
→→ 0

0limlim)(
00 x

xxx
x
yxy

xx Δ
Δ

Δ
Δ

ΔΔ
 

,
2

1
)(

lim
0 xxxxx

x
x

=
++

=
→ ΔΔ

Δ
Δ

 т. е. 
x

x
2

1)( =′ .► 

Опр. 2. 
x
yxf

x
пр Δ

Δ
=′

+→Δ
lim

0
)(  – правосторонняя производная 

или ,  )0( 0 +′ xf

x
yxf

x
лев Δ

Δ
=′

−→Δ
lim

0
)(  – левосторонняя производная или 

. )0( 0 −′ xf
Замечание 2. Функция  имеет производную в точке )(xf

0xx =
0x

, т. и т. т., когда существуют левые и правые производные 
и они равны между собой. 
§ 2. Связь между дифференцируемостью и непрерывностью 
функции. Правила дифференцирования суммы, произведе-

ния и частного 
Теорема 1. Если функция )(xfy =  дифференцируема в не-

которой точке, то она в этой точке непрерывна. 
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Очевидно, в точках разрыва 
функция не может иметь производ-
ной. Это не значит, однако, что если 
функция непрерывна в точке , то 
она дифференцируема в ней. Рас-
смотрим функцию, график которой представлен на рисунке. 
Функция непрерывна во всех точках отрезка 

0x

[ ]ba, . Однако, в 
точке  касательной не существует, то есть в этой точке первая 
производная не существует (претерпевает разрыв) и функция 
непрерывна, но не дифференцируема. 

c

Рассмотрим функцию xy = , являющуюся непрерывной 

при , но ),( +∞−∞∈x 1)0( −=−′f , 1)0( =+′f , то есть в точке 
 рассматриваемая функция непрерывна, но не дифферен-

цируема. 
0=x

Теорема 2. Если функции )(xu
)( xu

 и )(xv
)( xv

 дифференцируемы в 
точке x , то сумма, произведение и частное этих функций (если 

0)( ≠xv ) также дифференцируемы в этой точке и справедли-
вы следующие формулы: 

1) ( ) vuvu ′±′=′± ; 

2) ( ) vuvuuv ′+′=′ ; 

3) .0,2 ≠
′−′

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ v

v
vuvu

v
u

 

Следствие. Пусть функция )(xuu =  имеет производную в 
точке x . Тогда функция )(xuc ⋅ , где constc = , также имеет в 

этой точке производную и
)( ′⋅ xuc

 
)( ′⋅ xuc

( ) )()( xucxcu ′⋅=′ , то есть постоян-
ная величина выносится за знак производной. 

§ 3. Производная сложной и обратной функции 
Теорема 1. Если функция )(xu ϕ=  имеет производную в 

точке x , а функция )(ufy =  имеет производную в соответ-
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ствующей точке 
)( 00 tx ϕ=

)(xu ϕ= , то сложная функция ))(( xfy ϕ=
( )( )xfy =

 
имеет 

( )( )xfy =

производную в точке x , и имеет место формула: 
)()()( xuuyxy ′⋅′=′  или 

xux uyy ′⋅′=′  или 

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅= .    (1) 

Замечание. Если ( )))(( xfFy ϕ= , то xvux vuyy ′⋅′⋅′=′ , где 
 , ),(xv ϕ= )(vfu = )(uFy =  – дифференцируемые функции 

своих аргументов. 
Пример 1. Вычислить производную сложной функции 

sin(),=y

)53sin( −= xy . 
◄ Введем обозначения )sin(uy = , 53 −= xu . 
Воспользуемся формулой (1) xux uyy ′⋅′=′ :  

)53cos(cos −==′ xuyu , 3=′xu , тогда 
3='ux

)53cos(3))'53(sin( −=− xx .► 
Теорема 2. Пусть функция )(xfy =  непрерывна и строго 

монотонна в некоторой окрестности точки 0xx = , и пусть в 
этой точке существует и не равна нулю производная этой 
функции ( 0)( 0 ≠′ xf ). Тогда обратная к  функция 

 имеет производную в точке 

)(xf
)(1 yfx −= )( 00 xfy = , причем: 

( )
)(

1  )( 
0

0
1-

xf
yf

′
=
′

 или 

dx
xdfdy

ydf
)(

1)(
0

0
1

=
−

. 

 
Геометрический смысл производной обратной функции 
Рассмотрим в окре-

стности точки  график 
функции . Из-
вестно, что  

0x
)(xfy =



 15

αtg)(' 0 =xf . 
Тогда, если  

)(1 yfx −=  или )(yx ϕ= , то βϕ tg)(' 0 =y  – угол наклона каса-

тельной к оси  (поскольку OY
2
πβα =+ , то  

)('
1

tg
1

)
2

(ctg

1
ctg

1tg)('
0

0 xf
y ==

−
===

ααπβ
βϕ ). 

Пример 2. Найти производную для функции xy arctg= . 
◄ Функция xy arctg=  является обратной к функции 

yx tg=  на интервале 
22
ππ

<<− y . Поэтому по правилу диф-

ференцирования обратной функции, получаем, что 

22
2

2
1

1
tg1
1cos

cos
1
1

)tg(
1)arctg(

xy
y

y
y

x
+

=
+

===
′

=′ .► 

§ 4. Производная степенно-показательной функции 
Найдем производную степенно-показательной функции 

, основание и показатель степени которой являются 
функциями от 

)()( xvxuy =
x , где  и  – дифференцируемые функ-

ции. Прологарифмируем эту функцию и возьмем производную 
от обеих частей, учитывая, что  является функцией от 

)(xu )(xv

y x : 

( ) =⋅′⇔′⋅=′
y

yxuxvy 1)(ln)()(ln  

  ⇔⋅′⋅+⋅′=
)(

1)()()(ln)(
xu

xuxvxuxv  

 ⇔⋅′⋅+⋅′⋅=′⇔ )
)(

1)()()(ln)((
xu

xuxvxuxvyy  
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 =
′

⋅+⋅′⋅=′⇔ )
)(
)()()(ln)(()( )(

xu
xuxvxuxvxuy xv  

            ).()()()()(ln)( 1)()( xuxuxvxvxuxu xvxv ′⋅⋅+′⋅⋅= −

Данный прием нахождения производной называется лога-
рифмическим дифференцированием. 

Пример. Найти производную функции . xxy =

◄ +=⋅′⇔′⋅=′⇔⋅= x
y

yxxyxxy ln1)ln()(lnlnln  

).1(ln1
+⋅=′⇔⋅+ xyy

x
x  Окончательно .► )1(ln +⋅=′ xxy x

§ 5. Производные основных элементарных функций 
Формулы дифференцирования основных элементарных 

функций, приведенных в табл. 1, необходимо знать наизусть! 
Таблица 1 

Формулы дифференцирования основных элементарных функций 

1. , uuu ′⋅⋅=′ −1)( αα α
0, ≠∈ αα R  

2. uuu
u

u ′⋅=′⋅=′ 2
2 sec

cos
1)tg(  

constCC ==′ ,0  
4. 

uu
u

uu ′⋅−=
′⋅

−=′ 2
2 eccos

sin
1) ctg(  3. 

5. ( ) u
u

u ′⋅=
′

2
1

 6. u
u

′⋅
−

=′
21

1)u(arcsin  

7. u
uu

′⋅−=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
11

 8. u
u

u ′⋅
−

−=′
21

1)  (arccos  
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Окончание таблицы 1 

9.  auaa uu ln)( ⋅′⋅=′ 10. u
u

u ′⋅
+

=′ 21
1) arctg(  

11.  uee uu ′⋅=′)( 12. u
u

u ′⋅
+

−=′ 21
1)  arcctg(  

13. u
u

u ′⋅=′
1)(ln  14. uueeu

uu

′⋅=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=′

−

ch
2

)sh  (  

15. ( ) u
au

ua ′⋅
⋅

=′
ln
1log  16. uueeu

uu

′⋅=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=′

−

sh
2

)ch (  

17. uuu ′⋅=′ cos)(sin  18. u
uu

uu ′⋅=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′ 2ch

1
ch
sh)th(  

19. uuu ′⋅−=′ sin)(cos  20. u
uu

uu ′⋅−=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′ 2sh

1
sh
ch)cth (  

Замечание. Здесь )(xuu = , то есть рассматривается произ-
водная сложной функции. Если положить xu = , то 1-я формула 
примет вид . В частности 1)( −⋅=′ αα α xx 1=′x . Аналогично 
преобразуются остальные формулы. 

§ 6. Дифференциал функции 
6.1. Определение дифференциала 

Если функция )(xfy =  дифференцируема на некотором 

отрезке, то производная этой функции )(lim
0

xf
x
yy

x
′=

Δ
Δ

=′
→Δ

 

принимает определенные значения. Тогда, по теореме о связи 
функции, ее предела и бесконечно малой функции, отношение 

x
y

Δ
Δ

при  можно представить в виде 0→Δx ,)( α+′=
Δ
Δ xf

x
y

 где 

0→α  при  или 0→Δx
xxxfy Δ⋅+Δ⋅′=Δ α)( .        (2) 
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В общем случае, полагая 0)( ≠′ xf , получим, что произве-
дение  есть величина бесконечно малая одного поряд-
ка с , а 

xxf Δ⋅′ )(
xΔ xΔ⋅α  – бесконечно малая высшего порядка. 

В формуле (2) xxf Δ⋅′ )(  – главная часть приращения, ли-
нейная относительно xΔ , называется дифференциалом функции 

 в точке )(xf x  и обозначается  или , то есть )(xdf dy
xxfdy Δ⋅′= )( .    (3) 

Найдем  для функции dy xy = : 
xxxxdxdy ΔΔΔ =⋅=⋅′== 1 , 

то есть дифференциал независимой переменной x  равен при-
ращению этой переменной: xdx Δ= . 

Поэтому формулу (3) можно записать так: 

dxxfdy ⋅′= )( .   (4) 

Если разделить (4) на , то производная dx
dx
dyxf =′ )(  есть 

отношение дифференциала функции к дифференциалу аргумен-
та. 

6.2. Геометрический смысл дифференциала 
Возьмем на кривой )(xfy =  

произвольную точку и про-
ведем касательную. Приращению 

),( yxM

xΔ  аргумента соответствуют при-
ращение  функции и точка yΔ

),(1 yyxxM Δ+Δ+ . Из треугольни-
ка MNT  находим 

dyxxftgMNNT =Δ⋅′=⋅= )(α  (по 
определению дифференциала), то 
есть геометрически дифференциал 

представляет собой приращение ординаты касательной к графи-
ку функции в точке . ),( yxM
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6.3. Дифференциал сложной функции. 
Инвариантность формы первого дифференциала 

По определению дифференциала dxxfdy ⋅′= )( . Если 
, )(xfy = )(tx ϕ=  – дифференцируемые функции, то есть 
( )( tfy )ϕ= , то 

( )( )( ) ( )( )( ) =′== dttftfddy ϕϕ  
dxfdxdtdtf xttx ′==⋅′=⋅′⋅′= ϕϕ .                (5) 

Т. о., формула (4) справедлива для сложной функции, когда 
x  – зависимая переменная. Следует заметить, что 

dttdx )(ϕ′=  – функция в (5), а в формуле (4)  – число. dx
Данное свойство называется инвариантностью (неизменно-

стью) формы первого дифференциала. 
Свойства дифференциала: 
1. dvduvud ±=± )( ; 
2. dvuduvvud ⋅+⋅=⋅ )( ; 

3. 2v
dvuduv

v
ud ⋅−⋅

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , 0≠v . 

Доказываются эти формулы с помощью определения диф-
ференциала и основных правил дифференцирования. Например, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) .dvuduvdxvudxuv

dxvuvudxvuvud
⋅+⋅=′+′=

=′⋅+⋅′=′⋅=⋅  

Замечание. Исходя из определения дифференциала и его 
свойств, нетрудно найти дифференциалы элементарных функ-
ций. Например, для функции xy sin=  дифференциал равен 

dxxxd ⋅= cos)(sin . 

6.4. Использование дифференциала  
для приближенных вычислений 

То, что в выражении xdyy Δ⋅+=Δ α  второе слагаемое яв-
ляется бесконечно малой более высокого порядка чем xΔ , по-
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зволяет в приближенных вычислениях использовать следующий 
алгоритм: 

,)()()(
)()()()(

xxfxfxxf
xxfxfxxfxxfy

Δ⋅′+≈Δ+⇔
⇔Δ⋅′≈−Δ+⇔Δ⋅′≈Δ

     (6) 

причем вычисления тем точнее, чем меньше величина xΔ . 
Пример 1. Вычислим приближенное значение . o46sin

◄ 
1804

14546 ππ
+=+= ooo . Из (6) очевидно, что  

xxxxx cossin)sin( ⋅Δ+≈Δ+  и 

71940
4

cos
1804

sin
1804

sin46sin ,≈
π

⋅
π

+
π

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

=o .► 

Пример 2. Вычислить . 3)1,2(
◄ Пусть , где 3xy = 1,2=x , 1,020 +=Δ+= xxx . 

2,11,0233 22
0 =⋅⋅== dxxdy . Итак, 2,92,12)1,2( 33 =+≈ .► 

§ 7. Производные и дифференциалы высших порядков 
Производная )(xfy ′=′  функции )(xfy =  есть также 

функция от x  и называется производной первого порядка. 
Опр. 1. Второй производной (или производной второго по-

рядка) функции   )(xfy = называется производная от ее первой 
производной, если она существует. 

Обозначения:  

( )( ) ( ) 2

2
,,

dx
ydxfxfy ′′′′=′′ . 

Производная 2–го порядка равна ускорению движущейся 
точки в момент времени t.  

Действительно, )(tSv ′= , где  – закон прямоли-

нейного движения материальной точки 

)(tfS =

M . Отношение 
t
v

Δ
Δ

 вы-

ражает среднее ускорение движения точки за время tΔ , а 

a
t
v

t
=

Δ
Δ

→Δ 0
lim  называется ускорением точки M  в данный момент 
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времени , то есть t av =′ . Поэтому, ( )tfSa t ′′=
′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′= . В этом 

заключается механический смысл производной 2-го порядка. 
Аналогично определяются 3-я, 4-я и так далее производные 

-го порядка: n

( )′= − )1()( nn yy . 
Опр. 2. Функция )(xfy = , имеющая производные до -го 

порядка включительно в некоторой области 
n

X , называется -
раз дифференцируемой в области 

n
X . 

Пример 3. Найти  для следующих функций:  )(ny
а) ; б) axey = xy sin= ; в) xy ln= . 
◄ а) , , ,…, . axey = axeay ⋅=′ axeay ⋅=′′ 2 axnn eay ⋅=
б) , xy sin= xy cos=′ , xy sin−=′′ , xy cos−=′′′ , 

,…, xyIV sin= )
2

sin()( π
⋅+= nxy n . 

в) , xy ln=
x

y 1
=′ , 2

1
x

y −=′′ , 3

21
x

y ⋅
=′′′ , 

4
321

x
yIV ⋅⋅

−= ,…, ( ) ( )
n

nn

x
ny !11 1)( −

−= − .► 

Опр. 3. Вторым дифференциалом от функции   )(xfy =  
( x  – независимая переменная) называется дифференциал от 
первого дифференциала: 

( )dydyd =2 . 
Очевидно, что  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 2dxxfdxdxxfdxxfddyd ′′=′′=′= . (7) 
И, вообще, дифференциал n-го порядка функции )(xfy = , 

-раз дифференцируемой в области n X , находится по формуле: 
nnn dxxfyd )()(= ,   (8) 

из которой следует, что n

n
n

dx
ydxf =)()( . 
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Если x  – зависимая переменная:  )(tx ϕ= – дифференци-
руемая функция, то есть ( )( tfy )ϕ= , тогда, поскольку 

, то второй дифференциал равен dxxfdy )('=
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,22

2

xdxfdxxf
dxdxfdxxfddxxfddydyd

′+′′=

=′+′=′==
   (9) 

здесь . 22 )( dttxd ϕ ′′=

Сравнивая формулы (7) и (9), убеждаемся, что в случае 
сложной функции формула дифференциала второго порядка из-
меняется: появляется второе слагаемое . xdxf 2)(′

Т.о., свойство инвариантности для дифференциалов высших 
порядков в случае сложной функции не выполняется. 

§ 8. Производная функции, заданной неявно 
Если функция задана уравнением 0),( =yxF , не разре-

шенным относительно , то говорят, что функция задана неяв-
но (например, ). 

y
012 =−+− yyx

Производная функции, заданной неявно, находится путем 
дифференцирования уравнения, задающего эту функцию, по x , 
рассматривая при этом y  как функцию x . Затем, полученное 
уравнение, необходимо разрешить относительно y′ . 

Пример 1. Найти производную функции y , заданной неяв-
но .  0)sin( =−+ − yxeyx

◄ Дифференцируя обе части равенства по x  и помня, что 
y  есть функция от x , получим: 

)cos(
)cos(0)1()cos()1( )(

)(
)(

yxe
yxeyeyyxy yx

yx
yx

++
+−

=′=>=′−−+′+ −

−
− .

► 
Нахождение производной второго порядка от функции, за-

данной неявно, поясним на следующем примере. 
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Пример 2. Найти y ′′ , если 1
32

22

=+
yx

. 

◄ Дифференцируем уравнение 01
32

22

=−+
yx

 по пере-

менной x : 0
3
2

=′⋅⋅+ yyx . Отсюда 
y
xy ⋅−=′

2
3

. Затем находим 

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−⋅−

⋅−=
′⋅−⋅

⋅−=′′ 22
2
3

2
31

2
3

y

y
xxy

y
yxyy  

 
( )

3

22

2

2

4
3232

3

2
3

y
xy

y
y

xy
+⋅

=
⋅+

⋅= . ► 

Аналогично поступают для нахождения производной 
третьего, четвертого, …, n -го порядка.  

§ 9. Дифференцирование функции,  
заданной параметрически 

Пусть функция   )(xfy = задана параметрическими урав-
нениями  

.     
,(t)

),(
βα

ψ
ϕ

≤≤
⎩
⎨
⎧

=
=

t
y

tx
 

Если функция )(tϕ  монотонна и непрерывна, то  

( ) ( )( ) ( )xfxyxt ==⇒=∃ −− 11       ϕψϕ . 

Пусть функции (t)   , )( ψϕ t  дифференцируемы и 0)( ≠′ tϕ . 
Тогда по теореме о производной обратной функции: 

( ) ( )( ) ( )
( ) ⇒=

′
⋅= −   

'
''' 1

t
txtyx ϕ

ψϕψ  

)('
)(''

tx
tyyx = .    (10) 
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Данная формула позволяет находить производную xy′  от 
функции, заданной параметрически, не находя явной зависимо-
сти y  от x . 

Пример 1. Вычислить производную функции, заданной па-
раметрически: 

 20
,sin
,cos

π≤≤
⎩
⎨
⎧

⋅=
⋅=

t
tby
tax

 (параметрические уравнения эллипса). 

◄ 
( )
( ) t

a
b

ta
tb

tx
tyyx ctg

sin
cos

'
'' −=

−
== , π<< t0 .► 

Подчеркнем, что промежуток существования функции и её 
производной могут быть различными. 

Найдем вторую производную от функции, заданной пара-
метрически. 

Из определения второй производной и равенства (10) сле-

дует, что ( ) ( ) ( )
t

tx
xtxxxxx x

ytyyy
′

′′
=′⋅′′=′′=′′ , то есть  

( )
t

tx
xx x

yy
′

′′
=′′ .    (11) 

Аналогично получаем 
( )

t

txx
xxx x

yy
′

′′′
=′′′ , 

( )
t

txxx

x
yy

xxxx ′

′′′′
=IV ,…. 

Пример 2. Найти вторую производную функции  

⎩
⎨
⎧

=
=

.tby
,tax

sin
cos

 

◄ Из примера 1 данного параграфа t
a
byx ctg' −= . Тогда по 

формуле (11) 
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( ) ta
b

t
t

a
b

ta

t
a
b

y
t

t

xx 32

2

2 sin
1

sin
sin

1

cos

ctg
⋅−=⋅−=′

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=′′ .► 

§ 10. Основные теоремы дифференциального исчисления 
Сформулируем ряд основных теорем дифференциального 

исчисления, имеющих большое теоретическое и практическое 
приложение. 

Теорема 1 (Ферма). Пусть функция   )(xfy =  определена 
и непрерывна на интервале  и в некоторой точке  это-
го интервала имеет наибольшее или наименьшее значение. То-
гда, если в точке  существует производная, то она равна ну-
лю, то есть 

),( ba 0x

0x

( ) 00 =x'f . 

Геометрический смысл теоремы Ферма 
Касательная к графику функции в точке с абсцис-

сой  параллельна оси OX . 
 )(xfy =

0xx =

 
Замечание 1. Если функцию  рассматривать на отрез-

ке , то теорема не верна. 
)(xf

],[ ba
Проиллюстрируем это на следующем 

примере. 
Пример 1. Пусть задана функция 

, xxf =)( [ ]1,0∈x . В точке 0=x  функция 
принимает наименьшее значение, в точке 

 – наибольшее значение.  1=x
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[ ]1;0     01)( ∈∀≠=′ xxf .► 
Теорема 2 (Ролля). Пусть функция  )(xfy =  удовлетворя-

ет следующим условиям: 
1) она определена и непрерывна на отрезке ; ],[ ba
2) дифференцируема в интервале ; ),( ba
3) .  )()( bfaf =
Тогда 0)(   :),(  =′∈∃ cfbac . 

Геометрический смысл теоремы Ролля 
На графике функции 

 )(xfy =  найдется точка 

(( 1ñ от -

рой касательная к графи-

ку параллельна оси OX  

ри интервала ),( ba

)2 Mñm , в к о

внут . 

),(),,

Теорема 3 (Коши). Пусть функции  и  непрерыв-
ны на отрезке , дифференцируемы на интервале , 
причем  для 

)(xf )(xg
],[ ba ),( ba

0)( ≠′ xg ),( bax∈∀ . Тогда  

)('
)('

)()(
)()(   :),(  

cg
cf

agbg
afbfbac =

−
−

∈∃ .                (12) 

Замечание 2. Формула (12) верна и для ab < . 
Теорема 4 (Лагранжа). Пусть функция )(xfy = : 
1) определена и непрерывна на отрезке ; ],[ ba
2) дифференцируема на интервале . ),( ba

Тогда )(')()(   :),(  cf
ab

afbfbac =
−
−

∈∃ . 

Последнюю формулу называют формулой Лагранжа или 
формулой конечных приращений: приращение 
дифференцируемой функции на отрезке  равно ],[ ba
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приращению аргумента, умноженному на значение производной 
функции в некоторой внутренней точке этого отрезка. 

Геометрический смысл теоремы Лагранжа 
 
 
 
 
 
 

1) αtg)()(  =
−
−

ab
afbf

 – угловой коэффициент секущей 

. 21MM

2) )c('f:c =α∃ tg   (касательная параллельна секущей).  
Таких точек может быть несколько, по крайней мере, одна 

всегда существует. 
Следствие 1. Если производная функции равна нулю на не-

котором промежутке, то функция постоянна на этом промежут-
ке. 

Следствие 2. Если две функции имеют равные производ-
ные на некотором промежутке, то они отличаются друг от друга 
на постоянное слагаемое. 

Замечание 3. Так как bca << , то 
10 где  ),( <<−+= θθ abac , то есть  

( ) ( ) ( )( ) ( )ababa'fafbf −⋅−θ+=−  . 
Замечание 4. Если xxbxa Δ+==   , , то  

xxxfxfxxf Δ⋅Δ⋅+=−Δ+ )(')()(  θ ,        (13) 
где ,)()(  fxfxxf Δ=−Δ+ 10 <<θ .  

Формула (13) описывает приращение функции через произ-
вольное приращение аргумента. 

Замечание 5. Формулу Коши (12) еще называют обобщен-
ной формулой конечных приращений. 

§ 11. Правила Лопиталя раскрытия неопределенностей 
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Теорема 5 (первое правило Лопиталя раскрытия неопреде-

ленностей вида 
0
0

). Пусть функции  и  определены и 

дифференцируемы в некоторой окрестности точки 

)(xf )(xg

ax = , за 
исключением, может быть, самой точки . Пусть a

( ) ( ) ( ) 00limlim ≠==
→→

x  è g'xgxf
axax

 в окрестности точки . 

Тогда, если существует 

a

( )
( )x'g
x'f

ax→
lim  (конечный или бесконеч-

ный), то и существует 
( )
( )xg
xf

ax→
lim  , причем справедлива форму-

ла: 
( )
( )

( )
( )xg
xf

xg
xf

axax '
'limlim  

→→
= . 

Данная теорема показывает, что предел отношения двух 
бесконечно малых функций равен пределу отношения их произ-
водных, если последний существует. 

Замечание 1. При необходимости правило Лопиталя при-
меняется несколько раз. 

Замечание 2. Теорема остается верной при ,+∞→x  
∞→−∞→ xx , . 

Пример 1. С помощью правила Лопиталя вычислить предел 

функции: 30

62sin3
lim

x
xx

x

−
→

.  

◄ Непосредственная подстановка 0=x  приводит к неоп-

ределенности вида 
0
0

, сл–но, можно применить правило Лопи-

таля, то есть заменить предел отношения функций пределом от-
ношения их производных:  

==
−

==
−

→→ 0
0

3
62cos6lim

0
062sin3lim 2030 x

x
x

xx
xx
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4
6

2cos24lim
0
0

6
2sin12lim

00
−=

−
==

−
=

→→

x
x

x
xx

.► 

Теорема 2 (второе правило Лопиталя раскрытия неопреде-

ленности вида 
∞
∞

). Пусть функции  и  определены и 

дифференцируемы в некоторой окрестности точки 

)(xf )(xg

ax = , за 
исключением, может быть, самой точки . Пусть a

0)(' и  )(lim)(lim ≠∞==
→→

xgxgxf
axax

 в окрестности точки  и 

существует предел

a

)(
)(lim  

xg
xf

ax ′
′

→
 (конечный или бесконечный), 

тогда существует предел 

)('
)('lim

)(
)(lim  

xg
xf

xg
xf

axax →→
= . 

Пример 2. С помощью правила Лопиталя вычислить предел 

функции: 
x
x

x ln
lglim

+∞→
. 

◄ При +∞→х  получим неопределенность вида 
∞
∞

. При-

меним второе правило Лопиталя:  

( )
( )

==′

′
=

∞
∞

=
+∞→+∞→+∞→

х

х
x

x
x
x

xxx 1
10ln

1

lim
ln

lglim
ln
lglim  

10ln
1

1
1lim

10ln
1

==
+∞→x

. ► 

Пример 3. Найти предел x

n

x e
x

+∞→
lim . 

◄ =
∞
∞

==
∞
∞

=
−

+∞→+∞→ x

n

xx

n

x e
nx

e
x 1

limlim  
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0!lim)1(lim
2

===
∞
∞

=
−

=
+∞→

−

+∞→ xxx

n

x e
n

e
xnn

K .► 

Пример 4. При вычислении предела 
x

xx
x

sinlim +
∞→

 правило 

Лопиталя применить нельзя, поскольку предел 
1
cos1lim x

x

+
∞→

 не 

существует.► 
Раскрытие неопределенностей других видов 

Часто встречаются неопределенности следующих видов: 
  ,0 , 1 , ,0 00 ∞∞−∞∞⋅ ∞ , 

все они сводятся к изученным выше двум неопределенностям 
путем алгебраических преобразований. 

Рассмотрим некоторые из них. 

1) , где  то есть  )()( xgxfy =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞=

∞=

→

→
,)0()(lim

,)или0(1)(lim
xg
xf

ax

ax

неопределенности вида   ,0 , 1 00 ∞∞ . 

Можно записать:  
)(ln)(ln)(lnln)( )()( xfxgyxfyxfy xgxg ⋅=⇔=⇔= ,  

то есть необходимо рассматривать предел:  
)(ln)(limln xfxgy

ax
⋅=

→
. 

2)  то есть неопреде-

лённость вида 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞=

=
=

→

→

,)(lim

,0)(lim
   где  ),()(

x

x
xxy

ax

ax

ψ

ϕ
ψϕ

⇒∞⋅   0  

0
0

)(
1

)()()( ===

x

xxxy

ψ

ϕψϕ . 
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3) )()( xxfy ψ−= , где  то есть неопреде-

лённость вида  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞=

∞=

→

→

,)(lim

,)(lim
 

x

xf

ax

ax

ψ

⇒∞−∞    

.
0
0

)()(
1  :

)(
1

)(
1)()( =

⋅
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=−=

xxfxxf
xxfy

ψψ
ψ  

Пример 5. Найти предел ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−→ xxx ln
1

1
1lim

1
. 

◄ 
( )

( ) =
⋅−
−−

=∞−∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

− →→ xx
xx

xx xx ln1
1lnlim

ln
1

1
1lim

11
 

[неопределенность вида 
0
0

, применяем правило Лопиталя] =  

=
−+

−
=

→

x
x

x
x 11ln

11

lim
1

[
0
0

; правило Лопиталя]=   

2
1

1
1lim11

1

lim
1

2

2

1
−=

+
=

+

−
=

→→ x
xx

x
xx

.► 

Пример 6. Найти предел ( ) x

x
x cos

2

2lim −
→

π
π

. 

◄ ( ) 0cos

2

02lim =−
→

x

x
xπ

π
. Обозначим  

( ) x

x
xy cos

2

2lim −=
→

π
π

. 

Прологарифмируем обе части равенства  
( ) =−=

→
xxy

x
cos2lnlimln

2

π
π

 [неопределенность вида 0⋅∞ ] =  
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( )
=

−
=

→

x

x
x

cos
1

2lnlim
2

π
π

[
0
0

; правило Лопиталя] =   

( ) =−−
+

⋅−=
−

⋅−=−
−

=
→→→→ ππ

π
ππππ x

x
x
x

x
x

x
х

xxxx 22
2cos1lim2

2
coslim

sin
1lim2

cos
sin

2
2

lim
2

2

2222

=
−

+
=

→ ππ x
x

x 2
2cos1lim

2

[
0
0

; правило Лопиталя] =  

0
2

2sin2lim
2

=
−

=
→

x
x π

. Получили  

0ln =y , сл–но , то есть 10 == ey ( ) 12lim cos

2

=−
→

x

x
xπ

π
. ► 

§ 12. Формула Тейлора. Разложение экспоненты, синуса,  
косинуса, логарифма, арктангенса и степенного бинома  

по формуле Тейлора 
Нередко вычисление значений функции )(xfy =  при кон-

кретных значениях x  оказывается затруднительным. Например, 
как найти значения функций xy sin=  или )1ln( xy +=  при 
значениях x  из области определения этих функций? Один из 
эффективных приемов в этом случае – замена функции степен-
ным многочленом (полиномом) вида: 

n
nn axCaxCaxCCxP )()()()( 2

210 −⋅++−⋅+−⋅+= K ,   (14) 
значение которого при ax =  равно значению функции . )(af

Если функция )(xfy =  дифференцируема )1( +n  раз в не-
которой окрестности точки , то коэффициенты  можно оп-
ределить так: потребуем, чтобы в точке  выполнялись условия 

, то есть, чтобы в точке  были равны значе-
ния соответствующих производных. Получим: 

a iC
a

)()( )()( аPaf i
n

i = a
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,!)(

,,!22)(,)(,)(
)(

2210

nCaf

CCafCafCaf

n
n ⋅=

⋅=⋅=′′=′= K
 

где 123)()2()1(! ⋅⋅⋅⋅−⋅⋅−⋅−⋅= KK knnnnn  (символ  на-
зывается  – факториал). 

!n
n

Отсюда легко находятся все коэффициенты : iC

!
)()(

i
af

C
i

i = , . 
____
,0 ni =

Подставляя найденные значения  в равенство (14) имеем 
многочлен 

iC

,)(
!

)()(
...2)(

!2
)())(()()( nax

n
anfaxafaxafafxnP −++−

′′
+−′+=  

называемый многочленом Тейлора функции )(xfy = . 
Очевидно, что совпадая при ax = , в других точках значе-

ния  и  отличаются. Обозначив это отличие через )(xf )(xPn

)()()(1 xPxfxR nn −=+ получим: 

++−
′′

+−
′

+= ...)(
!2

)()(
!1

)()()( 2axafaxafafxf  

)()(
!

)(
1

)(

xRax
n

af
n

n
n

++−+ .                    (15) 

Величину  называют остаточным членом. Для зна-
чений 

)(1 xRn+

x , при которых остаточный член мал, многочлен  
дает приближенное значение . Оценить величину  
при различных 

)(xPn

)(xf )(1 xRn+

x  позволяет выражение  

)(
)!1(

)()( )1(
1

1 ξ
+

−
= +

+

+
n

n

n f
n

axxR , где ),( xa∈ξ ,    (16) 

которое называется формой Лагранжа остаточного члена. 
Величину ξ  можно представить в виде: )( axa −⋅+= θξ , 

где 10 <<θ  и тогда (16) примет вид  
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[ ])(
)!1(

)()( )1(
1

1 axaf
n

axxR n
n

n −θ+
+
−

= +
+

+  

(очевидно, что, если x  расположено в достаточно малой окре-
стности , то величина  при достаточно большом  
может быть достаточно мала, чтобы обеспечить требуемую точ-
ность). 

a )(1 xRn+ n

Кроме того,  может быть представлен в другой фор-
ме: 

)(1 xRn+

а) 
( )( )

( ) ( ) 10,1
!

)( 1
)1(

1 <<−−
−+

= +
+

+ θθ
θ nn

n

n ax
n

axaf
xR  – 

форма Коши; 
б) ( )( )n

n axoxR −=+ )(1  – форма Пеано, где ( )( )naxo −  – беско-

нечно малая более высокого порядка по сравнению с ( )nax − . 
Выражение (15) называется формулой Тейлора разложения 

функции . Частный случай её при )(xfy = 0=a : 

++
′′

+
′

+= ...
!2

)0(
!1

)0()0()( 2xfxffxf  

)(
!

)0(
1

)(

xRx
n

f
n

n
n

+++ , 

где ( ) ( ) ( )xf
n
xxR n

n

n ⋅θ
+

= +
+

+
)1(

1

1 !1
, 10 <θ<  называется фор-

мулой Маклорена.  
Используя правила дифференцирования, несложно полу-

чить разложения многих функций по формуле Маклорена. При-
ведем некоторые из них с остаточным членом в форме Пеано 
(Лагранжа):  
если , то  xexf =)(

( )n
n

x xo
n
xxxxe ++++++=

!
...

!3!2!1
1

32
, 
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

+
= +

+
1

1 !1
)( n

x

n x
n
exR
θ

,  (17) 

если , то  xxf sin)( =

( )
( ) ( )n

nn

xo
n

xxxxx 2
1253

!12
1...

!5!3!1
sin +

+
−

+−+−=
+

, 

( ) ( ) ( )( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅

+
=

+

+ πθ 1sin
!22

22

22 nx
n
xxR

n

n  

если , то xxf cos)( =

( )
( ) ( )12

2642

!2
1...

!6!4!2
1cos ++

−
++−+−= n

nn

xo
n
xxxxx , 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⋅

+
=

+

+ πθ
2
1cos

!12

12

12 nx
n
xxR

n

n  

если ( ) ( )xxf += 1ln , то 

( ) ( ) ( )n
n

n xo
n
xxxxxx +−++−+−=+ −1

432
1...

432
 1ln , 

( )
( )( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
−= +

+

+ 1

1

1 11
1)( n

n
n

n xn
xxR

θ
,   (18) 

если , то xxf arctg)( =

( ) ( )n
nn

xo
n

xxxxx +
−

−
+−+−=

−−

12
1...

531
arctg

12153
, 

=+ )(1 xRn ??? 

если , то ( )mxxf += 1)(

( ) ( )
++

−
++=+ ...

!2
1

!1
1 1 2xmmxmx m  

( ) ( ) ( )nn xox
n

nmmm
+

+−−
+

!
1...1

, 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
−⋅⋅−

= −−+
+

11
1 1

!1
1 nmn

n xx
n

nmmmxR θK
 

(всюду 10 <<θ ). 
Пример 1. Найти число e  с точностью до 0,001. 
◄ В формуле (17) положим 1=x : 

( )!1!
1...

!3
1

!2
1

!1
11

+
++++++=

n
e

n
e

θ

. 

Для нахождения  с точностью до 0,001 определим  из 

условия, что 

e n

( ) 001,0
!1
<

+n
eθ

. Так как 10 <<θ , то . По-

этому при  имеем 

3<θe

6=n 001,00006,0
5040

3
!7

<=<
θe

. 

Тогда 

++++≈++++++≈ 0417,01667,05000,02
!6

1
!5

1
!4

1
!3

1
!2

111e  

  718,27181,20014,00083,0 ≈=++ . ► 

Пример 2. Разложить функцию ( ) ( )43ln += xxf  по фор-
муле Тейлора в окрестности точки . 1−=x

◄ Представим данную функцию в виде 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=+= 1

4
3ln4ln43ln xxxf . 

Далее воспользуемся формулой (18). Будем иметь 

( ) ++
⋅

−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=+ ....

34
3

4
34ln

4
31ln4ln43ln 2

2

2
xxxx  

  ( ) ( nn
n

n
n xox

n
+−+ −

4
31 1 ). ► 
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Формулу Тейлора можно применить для раскрытия неопре-

деленностей вида 
0
0

 и 
∞
∞

. Функции в числителе и знаменателе 

дроби разлагаются по формуле Тейлора и, после некоторых пре-
образований, предел вычисляется. 

Пример 3. Вычислить предел, используя разложение по 

формуле Тейлора 
( )

( ) 112
361ln6lim 2

2

0 −−−
+−+

−→ xe
xxx

xx
. 

◄ Так как ( ) ( 3
32

32
 1ln xoxxxx ++−=+ ) и  

( ) 
!3!2!1

1 3
32

xoxxxe x +−+−=− , 

то получим 
( )

( )
=

−−−
+−+

−→ 112
361ln6lim 2

2

0 xe
xxx

xx
 

( )

( )
=

−−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

=
→ 23

32

23
32

0
22

!3!2!1
12

36
32

6
lim

xxxoxxx

xxxoxxx

x
 

( )
( )

6

3

2lim
3

3

33

0
−=

+−

+
=

→
xox
xox

x
.► 

§ 13. Полное исследование функции 
13.1. Критерий монотонности функции 

Производная находит многочисленные применения к ис-
следованию функций и построению графиков функций. 

Рассмотрим возможные приложения производной к реше-
нию вопроса о монотонности функции на некотором промежут-
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ке и нахождению наибольшего или наименьшего значения 
функции на отрезке. 

Теорема 1 (необходимые и достаточные условия монотон-
ности функции). Если функция )(xfy =  определена и непре-
рывна в промежутке X  и внутри него имеет конечную произ-
водную, то необходимым и достаточным условием неубывания 
(невозрастания) функции )(xfy =  в X  является 0)( ≥′ xf  

. ( )0)( ≤′ xf
13.2. Отыскание локального экстремума 

Опр. 1. Точка  называется точкой строгого локального 
максимума (минимума) функции , если существует такая 

0x
)(xf

−δ окрестность точки , такая, что  0x
( ) 0)(,, 000 <⇒≠δ∈∀ xfxxxUx Δ  ( )( )00 >xfΔ . 

Точки локального максимума и локального минимума 
функции  называются точками локального экстремума. )(xf

Теорема 2 (необходимое условие локального экстремума). 
Если функция дифференцируема в точке  и в ней имеет 
локальный экстремум, то 

)(xf 0x
0)( 0 =′ xf . 

В точках локального экстремума касательная параллельна 
оси . OX

Опр. 2. Точки , в которых ,..., 21 xx 0)( =′ xf , называются 
стационарными точками, или точками возможного экстрему-
ма. 

Опр. 3. Точки , в которых ,..., 21 xx )(xf ′  не существует, на-
зываются критическими точками. 

Пример 1. Пусть задана функция . , 
,  – стационарная точка, но не является точкой ло-

кального экстремума. ► 

3)( xxf = 23)( xxf =′

03 2 =x 0=x

Теорема 3 (1-е достаточное условие локального экстрему-
ма). Пусть функция  дифференцируема в некоторой )(xf δ  –
окрестности стационарной точки . Тогда, если 0x 0)( >′ xf , 
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( )0)( <′ xf  при ( )00 , xxx δ−∈ , а 0)( <′ xf  ( )0)( >′ xf  при 
( )δ+∈ 00 , xxx , то в точке  функция имеет локальный мак-

симум (локальный минимум). 
0x

Если  во всей )(xf ′ δ -окрестности точки  имеет один и 
тот же знак, то в точке  локального экстремума нет. 

0x

0x
Пример 2. Найти точки экстремума функции 

. ( )52)( −= xxf

◄ , ( )52)( −= xxf ( ) 025)(' 4 =−= xxf . 
20 =x  – стационарная точка, не являю-

щаяся точкой экстремума. Точек экстремума нет. ► 
Замечание 1. В точке экстремума производная может не 

существовать или обращаться в бесконечность (критическая 
точка!), но обязательно меняет знак в −δ окрестности этой точ-
ки. В этом случае экстремум называют острым (в противопо-
ложность гладкому экстремуму, который имеет функция с не-
прерывной производной). Примером может служить функция 

xy = , у которой в точке 0=x  производная не существует, но 

, а 0)00( <−′f 0)00( >+′f . 
Теорема 4 (2-е достаточное условие экстремума). Пусть 

функция  в стационарной точке  дважды непрерывно 
дифференцируема. Тогда функция  имеет в точке  мак-
симум, если 

)(xf 0x
)(xf 0x

0)( 0 <′′ xf , и минимум, если 0)( 0 >′′ xf .  
Пример 3. Найти точки экстремума функции 

. 43)( 23 −−= xxxf
◄  ),2(363)(' 2 −=−= xxxxxf 0)2(3 =−xx , 001 =x , 

 – стационарные точки. 202 =x 66)( −=′′ xxf , 06)0( <−=′′f , 
.  – точка максимума,  – точка миниму-

ма.► 
06)2( >=′′f 01x 02x
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13.3. Отыскание наибольших и наименьших значений 
непрерывной на отрезке функции 

Пусть функция  непрерывна на отрезке . Она 
достигает своего наибольшего и наименьшего значений на этом 
отрезке (теорема Вейерштрасса), которые могут находиться как 
в точках экстремума, так и на концах отрезка . 

)(xf ],[ ba

],[ ba
Практическое решение задачи отыскания наибольшего и 

наименьшего значений функции  на отрезке  сводит-
ся к следующему: 

)(xf ],[ ba

1) найти на  стационарные и критические точки; ),( ba
2) найти значения функции  в этих точках и в точках 

 и b  (  и ); 
)(xf

a )(af )(bf
3)  выбрать из них наименьшее и наибольшее значения. 
Пример 4. Найти наименьшее и набольшее значения функ-

ции  на отрезке . 533 +−= xxy ]3,0[
◄ . 1) Найдем стационарные точки: 

, 

33 2 −=′ xy
033 2 =−x 101 −=x , 102 =x , )3,0(1∈ .  

2) , 35131)1( 3 =+⋅−=y 5500)0( =+−=y ,  
 . 235333)3( 3 =+⋅−=y

3) 3)1(наим == yy , 23)3(наиб == yy . ► 

13.4. Выпуклость и вогнутость графика функции 
Пусть функция  дифференцируема на интервале 

. Тогда существует касательная к графику функции  
в любой точке этого интервала. 

)(xf
),( ba )(xf

Опр. 4. График дифференцируемой функции  называ-
ется выпуклым (вогнутым) на интервале , если он распо-
ложен на  ниже (выше) касательной, проведенной в любой 
его точке из . 

)(xf
),( ba

),( ba
),( ba
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Теорема 5 (достаточный признак выпуклости, вогнутости). 

Если функция )(xfy =  имеет на интервале  вторую про-
изводную и 

),( ba
0)( <′′ xf  ( )0)( >′′ xf  во всех точках интервала 

, то график функции f
ыпуклость и вогну-

тость графика

),( ba )(x  – выпуклый (вогнутый). 
В

 функции на-
глядно иллюстрируются 
удобным для запоминания 
“правилом дождя”. Заклю-
чается оно в следующем: 
если вторая производная 
отрицательна, то говорят, 
что “нет дождя” – случай 
а) на рисунке, кривая )(11 xfy = – выпукла ождя» ска-
тываются с выпуклой кровли и под ней сухо. 

, «струи д

Если вторая производная положительна, то говорят, что 
«есть дождь» – случай б) на рисунке – кривая )(22 xfy =  во-
гнута и «струи дождя» собираются в чаше. 

Пример 5. Определить направления выпуклости графика 
функции 23 . 43)( −−= xxxf

◄ , , 43)( 23 −−= xxxf xxxf 63)( 2 −=′ 66)( −=′′ xxf . 
 при , сл-но, здесь график вогнутый. 0)( >′′ xf 1>x 0)( <′′ xf  

при , сл-но, здесь график выпуклый. ► 1<x
Опр. 5. Точка ( )( )00 , xfxM  называется точкой перегиба 

графика непрерывной функции )(xfy = , если точка M  разде-
ляет промежутки, в которых график выпуклый и вогнутый. 
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Теорема 6 (необходимое условие точки перегиба). Пусть 
график функции )(xfy =  имеет перегиб в точке ( )( )00 , xfxM  
и пусть функция )(xfy =  имеет в окрестности точки  не-
прерывную вторую производную. Тогда 

0x

( ) 00 =′′ xf . 
Теорема 7 (достаточное условие точки перегиба). Пусть 

функция  имеет вторую производную в окрестности 
точки . Если при переходе через точку  

)(xfy =

0x 0x )(xf ′′  меняет свой 
знак, то  – точка перегиба. 0x

Пример 6. Найти точки перегиба для функции  
43)( 23 −−= xxxf . 

◄  ,63)(' 2 xxxf −= )1(666)('' −=−= xxxf , 0)( =′′ xf  
при . 1=x 06)0( <−=′′f , 06)2( >=′′f . Следовательно, точка 

– точка перегиба графика функции . ► 1=x 43)( 23 −−= xxxf
13.5. Асимптоты графика функции 

Опр. 6. Прямая называется асимптотой графика функции 
, если расстояние от точки, принадлежащей графику 

до этой прямой, стремится к нулю 
при неограниченном удалении 
точки по графику функции от на-
чала координат. 

)(xfy =

Существует два типа асим-
птот: вертикальная и наклонная 

(как частный случай наклонной – горизонтальная). 
Опр.7. Прямая ax =  называется вертикальной асимпто-

той графика функции )(xfy = , если хотя бы один из односто-
ронних пределов функции  или  равен 

 или . 

)(lim
0

xf
ax −→

)(lim
0

xf
ax +→

∞+ ∞−
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Опр. 8. Прямая bkxy +=  называется наклонной асимпто-
той графика функции )(xfy =  при +∞→x  (или −∞→x ), 
если 0))()((lim

)(

=+−
−∞→
+∞→

bkxxf
x

x
. 

При  наклонная асимптота называется горизонталь-
ной. 

0=k

Прямая bkxy +=  является наклонной асимптотой к гра-
фику функции )(xfy = , если существуют пределы  

x
xfk

x

)(lim
+∞→

= ,   (19) 

[ ]kxxfb
x

−=
+∞→

)(lim .   (20) 

В этом случае говорят об асимптоте вправо. 
Если хотя бы один из двух пределов (19), (20) не существу-

ет или  (+∞→k ∞− ), то кривая наклонных асимптот вправо не 
имеет. 

Аналогичные рассуждения можно провести для −∞→x  
(асимптоты влево). 

Пример 7. Найти вертикальные асимптоты графика функ-

ции 
x

y 1
= . 

◄ 
x

y 1
= , 0=x  – вертикальная асимптота, так как 

+∞=
+→ xx

1lim
00

, −∞=
−→ xx

1lim
00

. ► 

13.6. Схема исследования функции и построения ее графика 
1. Найти область определения функции, ее точки разрыва. 
2. Найти точки пересечения с осями. 
3. Выяснить является ли функция четной, нечетной или об-

щего вида. 
4. Найти асимптоты графика функции. 
5. Найти интервалы монотонности и точки экстремума 

функции. 
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6. Найти интервалы выпуклости и вогнутости графика 
функции и точки перегиба. 

7. На основании полученных результатов построить график 
функции. 

Пример 8. Исследовать функцию 
( )2

3

1−
=

x
xy  и построить 

ее график.  
◄ Исследование выполним по предложенной схеме. 

1. Область определения функции:  
),1()1,()( ∞∪−∞=yD . 

2. Найдем точки пересечения графика функции с осями ко-
ординат. Пусть 0=õ , тогда 0=у . Пусть 0=у , тогда   
или . Значит, график функции проходит через начало ко-
ординат.  

03 =х
0=х

3. Проверим, является ли функция четной, нечетной или 
общего вида.  

( ) ( )
( ) ( )2

3

2

3

11 +
−=

−−
−

=−
х
х

х
хху  – функция общего вида. 

4. Найдем асимптоты графика функции (вертикальные, на-
клонные, горизонтальные). 

Вертикальная асимптота может быть в точке разрыва или на 
границе области определения. Здесь вертикальная асимптота 

, так как 1=х ∞=
−−→ 2

3

01 )1(
lim

x
x

x
 – предел слева в точке 1=x ; 

( )
∞=

−+→ 2

3

01 1
lim

x
x

x
 – предел справа.  

Наклонные асимптоты вида bkxy +=  найдем, если суще-

ствуют конечные пределы  
x
xfk

x

)(lim
±∞→

=  и 

[ ]kxxfb
x

−=
±∞→

)(lim .  

В данном случае 
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1121

1lim
2

lim
)1(

lim
2

23

3

2

3
=

+−
=

+−
=

−
=

±∞→±∞→±∞→

xx
xxx

x
xx
xk

xxx
, 

2
12

2lim
)1(

lim 2

2

2

3
=

+−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

±∞→±∞→ xx
xxx

x
xb

xx
. 

Итак, 2+= ху  – уравнение наклонной асимптоты. 
5. Найдем промежутки монотонности (возрастания и убы-

вания) функции и точки экстремума. 
Находим производную первого порядка.  

( ) ( )
( )

( )
( )

=
−

−−
=

−
−−−

=′ 3

32

4

322

1
213

1
1213

х
ххх

х
хххху  

  
( ) ( )

( )
( )3
2

3

23

3

323

1
3

1
3

1
233

−
−

=
−
−

=
−

−−
=

х
хх

х
хх

х
ххх

. 

Найдем стационарные и критические точки и выясним зна-
ки  на полученных интервалах в окрестности этих точек: 

, , 
у′
01 =x 32 =x 13 =x  – последняя точка не входит в область 

определения функции. Используя достаточные признаки экс-
тремума, выясним, как меняет знак  при переходе через кри-
тические точки слева направо. Применяем метод интервалов. 

ó′

 
Так как при переходе через точку 0=х  производная у′  

знак не меняет (она положительна), то функция монотонно воз-
растает и  не является точкой экстремума.  0=х

При переходе через точку 3=õ  производная у′  меняет 
знак с «–» на «+», значит, 3=õ  – точка минимума функции и 

75,6
4

27
)13(

3)3( 2

3

min ==
−

== yy . 
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Итак, функция возрастает на промежутках )1,(−∞  и ),3[ ∞ , 
убывает на промежутке . ]3,1(

6. Найдем промежутки выпуклости и вогнутости графика 
функции и точки перегиба. 

Для этого вычислим производную второго порядка. 

( )( ) ( ) ( )
( )

=
−

−−−−−
=′′ 6

23232

1
313163

x
xxxxxxу  

 
( )( ) ( )

( ) ( )44

232

1
6

1
33163

−
=

−
−−−−

=
x

x
x

xxxxx
. 

Точки, при которых у ′′  обращается в нуль или не сущест-
вует, такие: 01 =х , 12 =х , но последняя точка не входит в об-
ласть определения функции. Используя достаточные признаки 
выпуклости, вогнутости функции, выясним, как меняет знак у ′′  
при переходе через критические точки слева направо. Применя-
ем метод интервалов. 
 
 
 

При переходе через 
точку  0=х у ′′  меняет знак с «–» на «+», значит, 0=х  – точка 
перегиба,  - промежуток выпуклости; , ]0,(−∞ )1;0[ );1( ∞  - про-
межутки вогнутости кривой. 

7. Строим график данной функции. 
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Приведем еще примеры эскизов графиков некоторых функ-
ций. 
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ГЛАВА 2. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ  
ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

Интегральное исчисление возникло из потребности создать 
общий метод нахождения площадей, объемов и центров тяже-
сти. Такой метод применялся еще Архимедом. Систематическое 
развитие он получил в 17 веке в работах Б. Кавальери, Э. Тор-
ричелли П. Ферма, Б. Паскаля и других ученых. В 1659 г.          
И. Барроу установил связь между задачей о нахождении площа-
ди и задачей о нахождении касательной. И. Ньютон и                 
Г. В. Лейбниц в 70-х годах 17 века отвлекли эту связь от упомя-
нутых частных геометрических задач. Тем самым была установ-
лена связь между интегральным и дифференциальным исчисле-
ниями. Эта связь была использована Ньютоном, Лейбницем и их 
учениками для развития техники интегрирования.  

Для преодоления трудностей, связанных с интегрировани-
ем, И. Ньютон и Г. В. Лейбниц выражали подынтегральную 
функцию в виде многочлена с бесконечным числом членов. 
Применяя к таким выражениям обычные правила алгебры, ма-
тематики 18 века сделали множество замечательных открытий. 
Однако обнаружилось, что если безоговорочно применять пра-
вила алгебры к бесконечным суммам, то можно прийти к ошиб-
кам. Стало необходимым точно сформулировать основные по-
нятия и строго доказать свойства бесконечных рядов. Эта задача 
была решена математиками 19 века. 

Интегральное исчисление позволяет количественно выра-
зить свойства множества объектов в целом или в среднем и 
обеспечивает аппарат для сложения большого числа малых при-
ращений. Своего нынешнего состояния методы интегрирования 
в основном достигли в работах Л. Эйлера. Труды М. В. Остро-
градского и П. Л. Чебышева завершили развитие этих методов. 
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§ 1. Элементарные методы интегрирования 
Пусть функция ( )xf  определена на некотором интервале 

( )ba, . Тогда функция ( )xF  называется первообразной для 
функции ( )xf  на интервале ( )ba, , если ( ) ( )xfxF =′  для всех 

( )bax ,∈ . 
Теорема. Если функция ( )xF  является первообразной 

функции ( )xf  на ( )ba, , то множество всех первообразных для 
( )xf  задается формулой ( ) СxF + , где constC = . 
Опр. Совокупность всех первообразных для функции ( )xf  

называется неопределенным интегралом от функции ( )xf  и 
обозначается символом ( )∫ dxxf . 

Таким образом, если ( )xF  – какая-либо первообразная 
функции ( )xf , то ( ) ( ) СxFdxxf +∫ = . 

Знак ∫  называется знаком неопределенного интеграла, 
( )xf  – подынтегральной функцией, ( )dxxf  – подынтеграль-

ным выражением. 
Основные правила интегрирования 

Везде далее предполагается, что все рассматриваемые инте-
гралы существуют. 

1.   ( ) ( ) CxFxdF +=∫ . 
2.   ( ) ( )dxxfdxxfd =∫ . 
3.   ( ) ( )∫=∫ dxxfdxxf αα , где const=α . 
4.   ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫+∫=∫ + dxxgdxxfdxxgxf . 
5.   Если ( ) ( ) СxFdxxf +∫ = и 0≠a , то  

                                         ( ) ( )∫ ++=+ CbaxF
a

dxbaxf 1
. 

Последняя формула значительно расширяет таблицу основ-
ных интегралов (см. табл. 2). 
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Таблица 2 
Таблица основных интегралов 

1. Cxdxx +
+α

=∫
+α

α

1

1
  

( )1−≠α . 

В частности,  Cxdx +=∫ . 

2. Cx
x

dx
+=∫ ln . 

3. C
a

adxa
x

x +=∫ ln
. 4. Cedxe xx +=∫ . 

5. Cxxdx +−=∫ cossin . 6. Cxxdx +=∫ sincos . 

7. Cx
x

dx
+=∫ tg

cos2 . 8. Cx
x

dx
+−=∫ ctg

sin2 . 

9. Cxxdx +−=∫ coslntg . 10. Cxxdx +=∫ sinlnctg . 

11. Cx
x

dx
+=∫

+
arctg

1 2 . 12. C
a
x

axa
dx

+=∫
+

arctg1
22 . 

13. Cx
x

dx
+=∫

−
arcsin

1 2
. 14. C

a
x

xa

dx
+=∫

−
arcsin

22
. 

15. C
xa
xa

axa
dx

+
−
+

=∫
−

ln
2
1

22 . 16. Caxx
ax

dx
+±+=∫

±
22

22
ln .

17. ∫ += Cxxdx shch . 18. ∫ += Cxxdx chsh . 

19. Cx
x

dx
+=∫ th

ch2 . 20. Cx
x

dx
+−=∫ cth

sh2 . 
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Рассмотрим примеры применения таблицы 2 и основных 
правил интегрирования. 

Пример 1. Вычислить интеграл I = ( ) dx
x

xx ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −∫ +−
1132 . 

◄ Перемножим многочлены, стоящие под интегралом: 

I = dx
xx

x
x

xxx∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+−

33
2

2 . Заменив x  на 2
1

x , пре-

образуем выражение под интегралом: 

I = dxxxxxx∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+−+−

−
2
1

2
1

2
3

2 33 . 

Применим правила 3 и 4, после чего воспользуемся форму-
лой 1 таблицы 2: 

I = ∫−∫+∫−∫+∫−∫
−

dxxdxxdxxdxxdxdxx 2
1

2
1

2
3

2 33 = 

= Cxxxxxx
+

+−
−

+
+

+
−+

+
−

+

+−++++

1
2
1

3
1

2
11

2
3

3
1112

1
2
11

2
11

2
3

1112
= 

= Cxxxxxx
+−+−+− 6

3
2

5
23

23

3523
.► 

Пример 2. Найти интеграл ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− dxx

x
xx 212 . 

◄ Раскроем скобки в подынтегральном выражении, вос-
пользуемся свойством 4 и таблицей 2 (формулы 1 и 3):  

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− dxx

x
xx 212 = dx

x
xx

x
xx∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− 222 = 
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= ( )∫ + dxx x2 = ∫+∫ dxdxx x22
1

= Cx x
++

+

+
2ln

2

1
2
1

12
1

= 

Cx x
++

2ln
2

3
2 3

.► 

В дальнейших примерах необходимо найти указанные ин-
тегралы. 

Пример 3. ( )∫ + dxx 1123 . 
◄ Применим свойство 5 ( )2,3 == ba  и формулу 1 табли-

цы 2:  

( )∫ + dxx 1123 =
( ) Cx

+
+

⋅
12

23
3
1 12

.► 

Пример 4. ∫
− 2925 x

dx
. 

◄ Так как ( )222 35925 xx −=− , то при вычислении ин-
теграла воспользуемся свойством 5 и формулой 14 таблицы 2: 

∫
− 2925 x

dx
=

( )
∫

− 22 35 x

dx
= Cx

+
5
3arcsin

3
1

.► 

Пример 5. ∫
−−+ 32 xx

dx
. 

◄ Освободимся от иррациональности в знаменателе, для 
чего умножим и числитель, и знаменатель дроби на выражение 
( )32 −++ xx , сопряженное к знаменателю: 

∫
−−+ 32 xx

dx
=

( )
( )( )∫

−++−−+
−++

3232
32

xxxx
dxxx

= 

=
( )

( ) ( )
dx

xx

xx
∫

−−+

−++
22

32

32
=

( )dx
xx

xx
∫

+−+
−++
32

32
= 
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( )dxxx∫ −++= 32
5
1

= ( ) ( )∫ −+∫ + dxxdxx 2
1

2
1

3
5
12

5
1

= 

          = ( ) ( ) Cxx +−⋅++⋅ 33 3
3
2

5
12

3
2

5
1

= 

                                             = ( ) ( ) Cxx +−++ 33 3
15
22

15
2

.► 

Пример 6. ∫
++ 1342 xx

dx
. 

◄ Квадратный трехчлен не имеет действительных корней, 
так как его дискриминант 04 <−=D . Выделим  в знаменателе 
полный квадрат: ( ) =+++=++ 944134 22 xxxx  

( ) 92 2 ++= x . Тогда 

( ) ( ) )2.табл(11формула
,5свойство

3292134 2222 ∫∫∫ =
++

=
++

=
++ x

dx
x

dx
xx

dx

Cx
+

+
=

3
2arctg

3
1

.► 

Пример 7. ∫
+− 269 2 xx

dx
. 

◄ ( ) =
++−

=
+− ∫∫ 1169269 22 xx

dx
xx

dx
 

( )
==

+−
= ∫ )2.табл(16формула

,5свойство

113 2x

dx
 

( ) =++−+−= Cxx 11313ln
3
1 2  

Cxxx ++−+−= 26913ln
3
1 2 .► 
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Пример 8. ∫ xdx2tg . 

◄ Воспользуемся формулой 
x

x 2
2

cos
1tg1 =+ , откуда 

1
cos

1tg 2
2 −=

x
x . В результате интеграл примет вид: 

Cxxdx
x

dxdx
x

xdx +−=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∫∫ ∫∫ tg

cos
1

cos
1tg 22

2 .► 

§ 2. Метод замены переменной 
Процесс вычисления интегралов состоит в том, что инте-

грал с помощью различных преобразований приводят к извест-
ному интегралу (как правило, к одному из табличных). К преоб-
разованиям относятся, в первую очередь, алгебраические преоб-
разования, замена переменной и интегрирование по частям. 

Вычисления интегралов путем алгебраических преобразо-
ваний были рассмотрены в предыдущем параграфе.  

Данный параграф посвящен методу замены переменной. 
Пусть функция ( )xf  непрерывна на интервале ( )ba,  и 
( )tx ϕ= , где функция ( )tϕ  непрерывно дифференцируема на 

интервале ( )βα , ; причем функция ( )tϕ  отображает интервал 
( )βα ,  в интервал ( )ba, . Пусть также функция ( )tx ϕ=  имеет 

обратную ( )xt 1−= ϕ , определенную на ( )ba, . Тогда  

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )∫ ∫ ′=
′=

=
= dtttf

dttdx
tx

dxxf ϕϕ
ϕ
ϕ

. 

После вычисления интеграла в правой части следует вер-
нуться к старой переменной x , то есть вместо новой перемен-
ной t  подставить её значение ( )x1−ϕ . 

Пример 1. ∫ + dxxx 5 . 

◄ Чтобы избавиться от корня, положим tx =+ 5 . Тогда 
52 −= tx  и, сл–но, tdtdx 2= . После подстановки получим 

( ) ( )∫ ∫ =−=⋅−=∫ + dttttdtttdxxx 242 102255  
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( ) ( ) CxxCtt
++++=+−= 2

3
2
535

5
3

105
5
2

3
10

5
2 .► 

Замечание 1. При вычислении интегралов вида 

∫
++ cbxaxx

dx
2

 полезно применять подстановку 
t

x 1
= . 

Пример 2. ∫
−12xx

dx
. 

◄ =∫
−

−
=−===∫

− 111

1
1,1

1
2

2

22

tt

dt
tdt

t
dx

t
x

xx

dx
 

= ∫ =
−

−
21 t

dt C
x

Ct +−=+−
1arcsinarcsin .► 

Тригонометрические подстановки 

1. Если интеграл содержит радикал 22 xa − , то приме-
няют замену tax sin=  или tax cos= . В первом случае полу-

чим ( ) tataxa cossin1 2222 =−=−  и tdtadx cos= . 

2. Если интеграл содержит радикал 22 xa + , то приме-
няют замену tax tg=  или tax ctg= . В первом случае имеем 

( )
t

a
t

ataxa
coscos

1tg1 2
2222 ==+=+  и 

t
adtdx 2cos

= . 

3. Если интеграл содержит радикал 22 ax − , то приме-

няют замену 
t

ax
cos

=  или 
t

ax
sin

= . В первом случае получим 

ta
t

aax tg1
cos

1
2

222 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−  и 

t
tdtadx 2cos

sin
= . 
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Замечание 2.  

( )
⎩
⎨
⎧

<−
>

==−
.0cosесли,cos

,0cosесли,cos
cossin1 22

tata
tata

tata  

Для определенности остановимся на случае 0cos >ta . 
Аналогично для случаев 2 и 3. 

Пример 3. ∫
− 2

2

9 x

dxx
. 

◄ =
−

⋅
=

=
=

=
− ∫∫ t

tdtt
tdtdx
tx

x
dxx

2

2

2

2

sin99
cos3sin9

cos3
sin3

9
 

∫ ∫∫ =
−

==
⋅

= dtttdt
t

tdtt
2

2cos19sin9
cos

cossin9 2
2

 

Ñtt +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2sin

2
1

2
9

. 

Вернемся к переменной x . Так как tx sin3= , то 

3
arcsin xt = . Тогда 

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=∫

−
Cxx

x

dxx
3

arcsin2sin
4
9

3
arcsin

2
9

9 2

2
 

−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

3
arcsin

2
9

3
arcsincos

3
arcsinsin

2
9

3
arcsin

2
9 xCxxx

 

−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
arcsin

2
9

3
arcsinsin1

3
arcsinsin

2
9 2 xCxx

 

CxxxCxx
+−−=+−− 2

2
9

2
1

3
arcsin

2
9

9
1

32
9

.► 

Если интеграл имеет вид ( )( ) ( )dxxxf ϕϕ ′∫ , то его вычис-

ление можно проводить сл. обр.: 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )∫∫∫ =
′=
=

==′ dttf
dxxdt
tx

xdxfdxxxf
ϕ

ϕ
ϕϕϕϕ . 

Это правило подведения переменной под знак дифферен-
циала. 

Пример 4. ∫ + xx
dx

tg1cos2
. 

◄ ==
=

+=
=

+ ∫∫ t
dt

x
dxdt

xt

xx
dx

2
2

cos

tg1

tg1cos
 

CxCt ++=+= tg122 .► 

Пример 5. ∫
+12x

x

e
dxe

. 

◄ =
+

=
=
=

=
+ ∫∫ 11 22 t

dt
dxedt

et
e

dxe
x

x

x

x

 

CeCt x +=+= arctgarctg .► 

Пример 6. ∫
+ x

xdx
sin21

cos
. 

◄ =
+

=
=
+=

=
+ ∫∫ x

xdx
xdxdt

xt
x

xdx
sin21

cos2
2
1

cos2
sin21

sin21
cos

 

CxCt
t

dt
++=+== ∫ sin212

2
1

2
1

.► 

Замечание 3. При вычислении интегралов полезно приме-
нять следующие формулы дифференциалов элементарных функ-
ций: 

( )1

1
1 +αα

+α
= xddxx ,                                 ( )xd

x
dx ln= , 

( )xdxdx sincos = ,                             ( )xdxdx cossin −= , 

( )xx eddxe = ,                                      ( )xx ad
a

dxa
ln
1

= , 
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( )xd
x

dx tg
cos2 = ,                                ( )xd

x
dx ctg

sin2 −= , 

( ) ( )xd
a

xd
axa

dx arccos1arcsin1
22

−==
−

, 

( ) ( )xgd
a

xd
axa

dx arcct1arctg1
22 −==

+
, 

( )xd
x

dx 2= ,                ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

x
d

x
dx 1

2 . 

Пример 7. ∫ xx
dx
ln

. 

◄ 
( ) Cx

x
xd

xx
dx

+=∫=∫ lnln
ln
ln

ln
.► 

Пример 8. ∫ xdx3tg . 

◄ ∫ ∫∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −== xdx

x
xdxxxdx tg1

cos
1tgtgtg 2

23  

( )∫ ∫ ∫ =+=−= xxdxxdx
x

xdx coslntgtgtg
cos
tg

2  

Cxx
++= cosln

2
tg2

.► 

Пример 9. ∫
+
− dx

x
x

4
13

2 . 

◄ 
( )

−∫
+
+

=∫ ∫
+

−
+

=∫
+
−

4
4

2
3

44
3

4
13

2

2

222 x
xd

x
dx

x
xdxdx

x
x

 

( ) CxxCx
+−+=+−

2
arctg

2
14ln

2
3

2
arctg

2
1 2 .► 

Пример 10. ∫ dxex xcossin . 

◄ ( ) Сexdedxex xxx +∫ −=−=∫ coscoscos cossin .► 
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∫

§ 3. Метод интегрирования по частям 
Пусть  и  – непрерывно дифференцируемые функции. 

Тогда формула интегрирования по частям имеет вид: 
u v

∫ −= vduuvudv .   (1) 
С помощью данной формулы вычисление исходного инте-

грала сводится к вычислению другого интеграла, который мо-
жет оказаться более простым, чем исходный, или даже таблич-
ным. Обычно руководствуются следующими правилами: 

1. 
dx

x
x

e
dv

xPu

dx
x
x

e
xP

x

nx

n

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=∫
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅

β
β

β
β

α
α

cos
,sin

,

)(

cos
,sin

,
)( . 

2. 

)(
arctg

,arcsin
,ln

arctg
,arcsin

,ln
)(

xPdv

dx
x
x

x
u

dx
x
x

x
xP

n

n

=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

=∫
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
⋅

α
α

α
α . 

3. 
dx

x
x

dv

eu
dx

x
x

e

x

x

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

=
=∫

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⋅

β
β

β
β

α

α

cos
,sincos

,sin
. 

Иногда формулу интегрирования по частям приходится 
применять несколько раз. 

Пример 1. ( )∫ − xdxx 2cos3 . 
◄ Введем обозначения 3−= xu , xdxdv 2cos= . Для при-

менения формулы интегрирования по частям требуется найти 

 и : , du v dxdu = xxdxv 2sin
2
12cos =∫= . (Берем только одно 

значение неопределенного интеграла.) Подставим в формулу (1) 
и найдем полученный интеграл: 
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( ) ( ) ∫ +
−

=−−=∫ − xxxdxxxxdxx 2sin
2

32sin
2
12sin

2
132cos3  

Cx
++

4
2cos

. 

Более кратко это можно записать так: 

( ) =
∫ ===

=−=
=∫ −

2
2sin2cos2cos

3
2cos3 xxdxvxdxdv

dxduxu
xdxx  

( ) ( ) Cxxxxdxxx ++−∫ =−−=
4
2cos

2
2sin32sin

2
1

2
2sin3 .► 

Пример 2. ( ) dxexxI x⋅++= ∫ 12 . 

◄ ( ) ( )
=

===
+=++=

=⋅++=
∫∫ xxx

x

edxevdxedv
dxxduxxu

dxexxI
121

1
2

2  

( ) ( )∫ ⋅+−⋅++= dxexexx xx 1212 . 

После применения формулы (1) степень многочлена под 
интегралом понизилась. Чтобы многочлен под знаком интеграла 
“исчез”, применим формулу интегрирования по частям еще раз: 

( ) ( )( )=−⋅+−⋅++=
==
=+=

= ∫ dxeexexx
evdxedv
dxduxu

I xxx
xx 2121

212 2  

( ) ( ) ( ) CexxCeexexx xxxx +⋅+−=++⋅+−⋅++= 22121 22 .► 

Пример 3. . ∫ xdxx 2ln

◄ −=
==

==
=∫ 2

ln

2

ln2ln
ln

22

2

2

2 xx
xvxdxdv

x
dxxduxu

xdxx  

=∫
==

==
=−∫ =−

2

ln
ln

2
lnln 2

22
2

xvxdxdv

x
dxduxu

xdxxxx
x
dxxx  
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=∫+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫−−= xdxxxxx

x
dxxxxxx

2
1

2
ln

2
ln

22
ln

2
ln 2222222

 

Cxxx
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

2
1lnln

2
2

2
.► 

Пример 4. ∫ xdxarctg . 

◄ −=
==
+

===∫ xx
xvdxdv

x
dxduxuxdx arctg1

arctgarctg 2  

( ) Cxxx
x
xdxx

x
xdx

++−=∫
+
+

−=∫
+

− 2
2

2

2 1ln
2
1arctg

1
1

2
1arctg

1
.► 

Пример 5. ∫ dxex x23 . 

◄ Если положить 3xu = , dxedv x2
= , то ∫= dxev x2

не 

выражается через элементарные функции. Если взять  
2xeu = , 

то dxxedu x2
2= , что приведет к более сложному интегралу. В 

данном интеграле целесообразно обозначить 2xu = , 

dxxedv x2
= . Тогда xdxdu 2=  и ( ) 222

2
1

2
1 2 xxx exdedxxev =∫ ∫== . 

Получим: 

=∫ +−=−=∫ Ceexdxxeexdxex xxxxx 22222

2
1

22

22
3  

Cex x +
−

=
2

2
12

.► 

Замечание 1. Если применение формулы интегрирования 
по частям приводит к выражению, содержащему первоначаль-
ный интеграл, то полученное в результате применения формулы 
выражение рассматривается как уравнение, в котором неизвест-
ным является исходный интеграл. Решая уравнение, получаем 
первоначальный интеграл. 
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Пример 6. ∫= dxxeI x

2
cos2 . 

◄ ===

==
=

2
sin2

2
cos

2 22

xvdxxdv
dxedueu

I
xx

 

=
−==

==
=∫−=

2
cos2

2
sin

2

2
sin4

2
sin2

22
22 xvdxxdv

dxedueu
dxxexe

xx
xx

=⎟
⎠
⎞

∫⎜
⎝
⎛ +−−= dxxexexe xxx

2
cos4

2
cos24

2
sin2 222  

∫−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += dxxexxe xx

2
cos16

2
cos4

2
sin2 22 . 

Получили уравнение IxxeI x ⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 16

2
cos4

2
sin2 2 , от-

куда CxxeI
x

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
cos4

2
sin

17
2 2

.► 

Замечание 2. Аналогично вычисляются интегралы 

∫ xdxe x βα sin , ∫ ± dxbxa 2 , ( )∫ dxxlncos  и некоторые другие. 

Пример 7. ∫ += dxxI 22 . 

◄ −+=
==

+
=+=

=+= ∫ 22

2
2 22

2
2 xx

xvdxdv
x

xdxduxu
dxxI  

−+=∫
+

−+
−+=∫

+
− 2

2

2
2

2

2
2

2

222
2

xxdx
x

xxxdx
x

x
 

22
2

2 2ln22
2

22 xxIxx
x

dxdxx +++−+=∫
+

+∫ +− . 

Т.о., 22 2ln22 xxIxxI +++−+= .  
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СxxxxI +++++= 22 2ln2
2
1

.► 

Рекуррентные формулы 
С помощью формулы интегрирования по частям выводятся 

рекуррентные формулы: 

∫ ∫
−

+⋅−= −− xdx
n

nxx
n

xdx nnn 21 sin1cossin1sin , 

∫ ∫
−

+⋅= −− xdx
n

nxx
n

xdx nnn 21 cos1sincos1cos , 

( )∫−−+−=∫ −− xdxxnnxnxxxxdxx nnnn sin1sincossin 21 , 

( )∫−−+=∫ −− xdxxnnxnxxxxdxx nnnn cos1cossincos 21 , 

∫ ∫
−
−

+⋅
−

−= −− dx
xn

n
x

x
n

dx
x nnn 21 sin

1
1
2

sin
cos

1
1

sin
1

, 

∫ ∫
−
−

+⋅
−

= −− dx
xn

n
x

x
n

dx
x nnn 21 cos

1
1
2

cos
sin

1
1

cos
1

, 

где N∈n . 
Пример 8. ∫ xdx5sin . 

◄ ∫ =+−=∫ xdxxxxdx 345 sin
5
4cossin

5
1sin  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫+−+−= xdxxxxx sin
3
2cossin

3
1

5
4cossin

5
1 24  

Cxxxxx +−−−= cos
15
8cossin

15
4cossin

5
1 24 .► 

Удобно также применять рекуррентные формулы для вы-
числения интегралов, в которых подынтегральная функция име-
ет вид xntg  или xnctg : 
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∫−
−

=∫ −− xdxx
n

xdx nnn 21 tgtg
1

1tg , 

∫−
−

=∫ −− xdxx
n

xdx nnn 21 ctgctg
1

1ctg . 

Иногда на практике удобно вычислять интегралы методом 
неопределенных коэффициентов. В частности, его применяют 
при вычислении интегралов вида: ∫ xdxe x βα sin , ∫ xdxe x βα cos . 
Результатом их интегрирования является выражение вида 

CxBexAe xx ++ ββ αα cossin . Покажем применение данного 
метода на примере. 

Пример 9. ∫ xdxe x 2sin . 

◄ CxBexAexdxe xxx ++=∫ 2cos2sin2sin . 
Для нахождения коэффициентов А и В продифференцируем 

последнее равенство: 
xBexBexAexAexe xxxxx 2sin22cos2cos22sin2sin −++= . 

Поделим на xe  и приравняем коэффициенты при x2sin  и 

x2cos  в обеих частях:       
.02
,12

2cos
2sin

=+
=−

BA
BA

x
x

 

В результате имеем: 
5
2,

5
1

−== BA . Окончательно 

Cxexexdxe xxx +−=∫ 2cos
5
22sin

5
12sin .► 

Этот метод удобно применять и к интегралам вида  

( )∫ xdxxPn βcos , ( )∫ xdxxPn βsin , ( )∫ dxexP x
n

α , 

( )∫ xdxexP x
n βα cos , ( )∫ xdxexP x

n βα sin . 
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§ 4. Интегрирование дробно-рациональных функций 
Опр. 1. Дробно-рациональной функцией называется функция 

вида 
( )
( ) 01

1
1

01
1

1

bxbxbxb
axaxaxa

xQ
xP

y n
n

n
n

m
m

m
m

n

m

++++

++++
==

−
−

−
−

K

K
, 

где N∈nm, . 

Опр. 2. Дробь 
( )
( )xQ
xP

n

m  называется правильной, если 

( )0,0 ≠≠< nm banm , и неправильной, если nm ≥ . 

Всякую неправильную рациональную дробь 
( )
( )xQ
xP

n

m  можно 

путем деления числителя на знаменатель представить в виде 
суммы многочлена ( )xL  и правильной рациональной дроби 

( )
( )xQ
xR

n

r , где nr < , то есть      
( )
( ) ( ) ( )

( )xQ
xRxL

xQ
xP

n

r

n

m += . 

Например, 
( )
( ) 2

754

−
+−

=
x

xx
xQ
xP

n

m  – неправильная рацио-

нальная дробь, так как степень числителя (равна 4) больше сте-
пени знаменателя (равна 1). Выделим целую часть, для чего раз-
делим числитель на знаменатель «уголком». 

754 +− xx
34 2xx −

752 3 +− xx
23 42 xx −

754 2 +− xx
xx 84 2 −

73 +x
63 −x

2−x
342 23 +++ xxx

13  
Частное 342)( 23 +++= xxxxL  и остаток 13)( =xR .  
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Сл–но, 
2

13342
2

75 23
4

−
++++=

−
+−

x
xxx

x
xx

. 

Теорема 1. Всякий многочлен с действительными коэффи-
циентами разлагается на линейные и квадратные множители с 
действительными коэффициентами, то есть многочлен ( )xQn  
можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) .2

11
2

21

1

21

l

r

s
ll

s

k
r

kk
nn

qxpxqxpx

xxxxxxbxQ

++⋅⋅++⋅

⋅−⋅⋅−−=

K

K
 

При этом ( ) nsskkk lr =++++++ KK 121 2 ,  

liqpD iii ,1,042 =<−= . 
Опр. 3. Дроби вида 

ax
A
−

,                                             (I) 

( )
( 1>

−
k

ax
A

k ),                               (II) 

( )042
2 <−

++
+ qp

qpxx
NMx

,                       (III) 

( )
( )04,1 2

2
<−>

++

+ qpk
qpxx

NMx
k              (IV) 

называются простейшими соответственно типов I, II, III и IV. 

Теорема 2. Всякую правильную рациональную дробь 
( )
( )xQ
xP

, 

знаменатель которой разложен на множители 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) lr
s

ll
sk

r
k qxpxqxpxxxxxxQ ++⋅⋅++−⋅⋅−= 2

11
2

1
11 KK

, можно представить (и притом единственным образом) в виде 
суммы простейших дробей: 
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( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) =

++⋅⋅++−⋅⋅−
=

44 344 21
K

44 344 2143421
K

43421
lr

s
ll

sk
r

k qxpxqxpxxxxx

xP
xQ
xP

2
11

2
1

11

  
( ) ( )

++
−

++
−

+
−

= K

444444 3444444 21

K
1

1

1
2

1

2

1

1
k

k

xx

A

xx
A

xx
A

 

( ) ( )
+

−
++

−
+

−
+

444444 3444444 21

K
2

2

2
2

2

2

2

1
k

k

xx

B

xx
B

xx
B

 

( ) ( )
+

++

+
++

++

+
+

++
+

+

4444444444 34444444444 21

K
1

11

11
22

11
2

22

11
2

11
s

ss

qxpx

DxC

qxpx

DxC
qxpx

DxC
 

( ) ( )
4444444444 34444444444 21

KK
l

ll
s

ll

ss

llll qxpx

NxM

qxpx

NxM
qxpx

NxM

++

+
++

++

+
+

++
+

++
222

22
2

11 , 

(2) 
где  – некоторые дей-
ствительные коэффициенты. 

KKKK ,,,,,,,,,,, 11112121 NMDCBBAA

Проиллюстрируем теорему на примерах: 

1) 
( )( ) ( ) ( )323

2

333131
1

−
+

−
+

−
+

−
=

+−

++

x
D

x
C

x
B

x
A

xx
xx

; 

2) 
( )( )( )

+
+
+

+
−

=
+++−

+
42342

1
2222

2

x
CBx

x
A

xxxx

x
 

( )222
33 ++

+
+

++
+

+
xx

NMx
xx

EDx
. 
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Для нахождения коэффициентов KK ,,,,, 2121 BBAA  в ра-
венстве (2) применяют метод неопределенных коэффициентов 
или метод частных значений. 

Пример 1. Разложить дробь ( )( )23
47
+−

+
xx

x
 на сумму про-

стейших дробей. 
◄ На основании теоремы 2: 

( )( ) 2323
47

+
+

−
=

+−
+

x
B

x
A

xx
x

. 

Для того чтобы найти неизвестные коэффициенты A и B , 
приведем дроби в правой части равенства к общему знаменате-
лю, откуда 

( )( )
( ) ( )
( )( )23

32
23

47
+−

−++
=

+−
+

xx
xBxA

xx
x

, то есть 

( ) ( )3247 −++=+ xBxAx .   (3) 
Из полученного равенства можно найти коэффициенты A и 

B двумя способами. Рассмотрим их. 
1-й способ. (Метод неопределенных коэффициентов) 
Раскроем скобки в правой части равенства и сгруппируем 

члены с одинаковыми степенями: 
( ) ( )BAxBAx 3247 −++=+ . 

Так как многочлены в обеих частях равенства тождественно 
равны, то у них должны быть равны коэффициенты при одина-
ковых степенях переменной x , приравнивая которые, получаем 

систему двух уравнений:   
⎩
⎨
⎧

=−
=+

.432
,7

BA
BA

 

Решив систему, найдем .2,5 == BA  
2-й способ. (Метод частных значений) 
Удобнее всего подставлять значения переменной, обра-

щающие в ноль одну из скобок (в нашем случае это 3=x  и 
2−=x ). Придадим неизвестной x  в равенстве (3) частное зна-

чение 3=x . Тогда равенство примет вид 
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( )23437 +⋅=+⋅ A , то есть 5=A . 
Теперь подставим в равенство (3) значение 2−=x : 

( ) ( )32427 −−⋅=+−⋅ B , откуда 2=B . 

Т.о., ( )( ) 2
2

3
5

23
47

+
+

−
=

+−
+

xxxx
x

.► 

Интегрирование простейших дробей 

I. CaxA
ax

Adx
+−=∫

−
ln . 

II. 
( ) ( )

C
axk

A
ax

Adx
kk +

−
⋅

−
=∫

− −1
1

1
. 

III. При интегрировании дроби III типа 
qpxx

NMx
++

+
2 ,  

где 042 <− qp , в первую очередь выделяют в числителе произ-

водную знаменателя ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

′
++ pxqpxx 22 : 

( )
2

2
2

MpNpxMNMx −++=+ . 

Таким образом, 

( )
=∫

++

−++
=∫

++
+ dx

qpxx

MpNpxM

dx
qpxx

NMx
22

2
2

2  

( )
∫

++
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+∫

++
+

=
qpxx

dxMpN
qpxx

dxpxM
22 2

2
2

. 

Первый из полученных интегралов равен: 
( ) ( ) ( )qpxx

qpxx
qpxxd

qpxx
dxpx

++=∫
++
++

=∫
++

+ 2
2

2

2 ln2
. 

Для вычисления второго из интегралов сначала выделим 
полный квадрат в знаменателе: 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−+++=++

42442
2

2222
22 pqpxpqpxpxqpxx . 

Введем следующие обозначения: 
2
pxy +=  ( )dxdy =⇒  и 

4

2pqa −= . Тогда интеграл ∫
++ qpxx

dx
2  запишется в виде: 

4

2arctg

4

1arctg1
22222

pq

px

pq
a
y

aay
dy

qpxx
dx

−

+
∫

−

==
+

=∫
++

. 

Окончательно интеграл от простейшей дроби III типа: 

( ) .

4

2arctg

4

2ln
2 22

2
2 C

pq

px

pq

MpN
qpxxMdx

qpxx
NMx

+

−

+

−

−
+++=∫

++
+

 

IV. Если требуется проинтегрировать простейшую дробь IV  

типа 
( )∫

++

+
k

qpxx

NMx
2

, то сначала, как и для дроби III типа, в 

числителе выделяют производную от квадратного трехчлена: 

( )∫
++

+
k

qpxx

NMx
2

=
( )

( ) ∫
++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+∫

++

+
qpxx

dxMpN
qpxx

dxpxM
k 22 2

2
2

= 

( )
( ) ( )

=∫
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+∫

++

++
= kk

ay

dyMpN
qpxx

qpxxdM
222

2

22
 

( ) ( ) ( )∫
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

++−
=

− kk
ay

dyMpN
qpxxk

M
2212 2

1
12

. 

Последний интеграл считается с помощью рекуррентной 
формулы, позволяющей свести его к более простому интегралу: 
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( ) ( ) ( ) ( )∫
+−

−
+

+−
=∫

+
−− 1222122222 22

321
12

1
kkk

ay

dy
k
k

aay

y
akay

dy . 

Далее к интегралу 
( )∫

+
−122 k

ay

dy
 снова применяется рекуррент-

ная формула, понижающая степень знаменателя подынтеграль-
ной дроби, и так далее, пока не получится табличный интеграл 

C
a
yarctg

aay
dy

+⋅=∫
+

1
22 . 

Пример 2. ∫
+−

+
54

34
2 xx

x
. 

◄ Дискриминант квадратного трехчлена в знаменателе 
0451416 <−=⋅⋅−=D , поэтому данная дробь – простейшая 

третьего типа. Вычислим производную знаменателя: 

( ) 42542 −=
′

+− xxx . Выделим в числителе подынтегральной 
дроби производную знаменателя: ( ) 1142234 +−=+ xx  и полный 

квадрат в знаменателе: =++−=+− 14454 22 xxxx  
( ) 12 2 +−= x . В результате интеграл примет вид 

( )
( )∫ =

+−
+∫

+−
−

=∫
+−

+

12
11

54
422

54
34

222 x
dx

xx
dxx

xx
x

 

     
( ) ( )

( )
( )++−=∫

+−

−
+∫

+−
+−

= 54ln2
12

211
54
542 2

22

2
xx

x
xd

xx
xxd

 

                                                                 ( ) Cx +−+ 2arctg11 .► 

Пример 3. 
( )

( )∫
++

−
22 42

56

xx

dxx
. 

◄ Дискриминант квадратного трехчлена отрицателен  
( )12−=D , поэтому данная дробь – простейшая четвертого ти-

па. Производная знаменателя равна ( ) 22422 +=
′

++ xxx . Вы-
делим в числителе дроби производную знаменателя:  
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( ) 1122356 −+=− xx  и полный квадрат в знаменателе:  

( ) 3131242 222 ++=+++=++ xxxxx . В результате инте-
грал примет вид 

( )
( )

( )
( ) ( )( )∫ =

++
−∫

++

+
=∫

++

−
222222 31

11
42

223
42

56

x

dx

xx

dxx

xx

dxx
 

( )
( ) ( )∫ =

+
−∫

++

++
=

=
+=

= 2222

2

3
11

42

423
1

y

dy

xx

xxd
dxdy

xy
 

                                   
( )∫

+
−

++
−= 222

3
11

42
13

y

dy
xx

. 

Последний интеграл вычислим с помощью рекуррентной 
формулы ( 3,2 2 == ak ): 

( ) ( ) ( ) ++
=∫

+
⋅+

+⋅⋅
=∫

+ 3632
1

3
1

3312
1

3
22222 y
y

y
dy

y
y

y

dy
 

( ) 3
1arctg

3
1

6
1

426
1

3
arctg

3
1

6
1

22

+
⋅+

++

+
=⋅+

x
xx

xy
. 

Окончательно интеграл равен 
( )

( ) −
++

−=∫
++

−
42

13
42

56
222 xxxx

dxx
 

( ) Cx

xx

x
+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +
⋅+

++

+
−

3
1arctg

3
1

6
1

426

111 22
.►  

Пример 4. 
( )∫

+
42 1x

dx
. 

◄ Данный интеграл вычисляется с помощью рекуррентной 
формулы ( 1,4 2 == ak ): 

( ) ( ) ( )
====∫

+
+

+
⋅

⋅⋅
=∫

+
1,3

16
5

1132
1

1
2

323242
ak

x

dx

x

x

x

dx
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( ) ( ) ( ) ,2
14

3

1122
1

6
5

16
1

222232
==

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

+
⋅

⋅⋅
+

+
⋅= ∫ k

x

dx

x

x

x

x
 

( ) ( )
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫
+

+
+

⋅+
+

+
+

==
12

1
12

1
24
15

124

5

16
1 222232

2

x
dx

x
x

x

x

x

xa  

( ) ( ) ( ) Cx
x

x
x

x
x

x
++

+
+

+
+

+
= arctg

48
15

148
15

124
5

16 22232
.► 

Интегрирование дробно-рациональных функций сводится 
к выполнению следующих операций: 

1) если дробь неправильная, то выделяют целую часть пу-
тем деления «уголком» (целая рациональная функция); 

2) правильную дробь раскладывают на сумму простейших; 
3) вычисляют интегралы от полученной целой рациональ-

ной функции (если дробь была неправильной) и от про-
стейших дробей. 

Пример 5. dx
xx

xxxx
∫

+−
++−

65
334

2

234
. 

◄ Подынтегральная дробь – неправильная, поэтому выде-
ляем целую часть.  

Интеграл примет вид 

=∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
−

+++=∫
+−

++− dx
xx

xxxdx
xx

xxxx
65

1272
65

334
2

2
2

234
 

∫
+−

−
+++= dx

xx
xxxx

65
1272

23 2

23
. 

Разложим знаменатель подынтегральной дроби на множи-
тели, а всю дробь разложим на сумму простейших дробей: 

( )( ) 3232
127

65
127

2 −
+

−
=

−−
−

=
+−

−
x

B
x

A
xx

x
xx

x
. 

Найдем коэффициенты А и В. Для этого приведем правую 
часть равенства к общему знаменателю и приравняем получен-
ные числители: 

( ) ( )23127 −+−=− xBxAx . 
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Применим метод частных значений.  
,2

.9
2

3
2 −=⇒

=
−=

=
= A

B
A

x
x

 

=+−+−−=∫
−

+∫
−

−=∫
+−

− Cxx
x
dx

x
dxdx

xx
x 3ln92ln2

3
9

2
2

65
127

2

 
( )
( )

C
x
x

+
−
−

= 2

9

2
3ln . 

Окончательно  

( )
( )

C
x
xxxxdx

xx
xxxx

+
−
−

+++=∫
+−

++−
2

923

2

234

2
3ln2

2365
334

.► 

Пример 6. ( )( )
dx

xx
xx

∫
+−
−+

11
25

2

2
. 

◄ Подынтегральная дробь правильная, но ее знаменатель 
не до конца разложен на множители. Сначала преобразуем зна-
менатель  

( )( ) ( )( )
dx

xx
xxdx

xx
xx

∫
+−

−+
=∫

+−
−+

2

2

2

2

11
25

11
25

. 

Потом разложим дробь на сумму простейших: 

( )( ) ( )22

2

11111
25

+
+

+
+

−
=

+−

−+

x
C

x
B

x
A

xx
xx

. 

Приводя к общему знаменателю и избавляясь от знаменате-
лей, приходим к равенству 

( ) ( )( ) ( )111125 22 −++−++=−+ xCxxBxAxx . 
Воспользуемся методом частных значений. 
При    :            1=x 144 =⇒= AA . 
При :        1−=x 326 =⇒−=− CC . 
Осталось найти коэффициент B . Так как “удобных” част-

ных значений не осталось, дадим переменной x  какое-нибудь  
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значение, приводящее к не очень громоздким вычислениям при 
подстановке. 

При   0=x :   03122 =⇒−−=−⇒−−=− BBCBA . 
Интеграл примет вид 

( )( ) ( )
C

x
x

x
dx

x
dxdx

xx
xx

+
+

−−=∫
+

+∫
−

=∫
+−
−+

1
31ln

1
3

111
25

22

2
.► 

Пример 8. ∫
++

+++ dx
xxx

xxx
234

35

22
442

. 

◄ Подынтегральная дробь – неправильная, поэтому выде-
ляем целую часть.  

Получаем: =∫
++

+++ dx
xxx

xxx
234

35

22
442

 

dx
xxx
xxxxxdx

xxx
xxxx ∫

++
+++

+−=∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
+++

+−= 234

232

234

23

22
44442

222
44442 . 

Разложим правильную рациональную дробь на простейшие: 

( ) 2222
4444

22
4444

2222

23

234

23

++
+

++=
++
+++

=
++

+++
xx
DCx

x
B

x
A

xxx
xxx

xxx
xxx

 

Приведем дроби в правой части к общему знаменателю, 
приравняем числители дробей в обеих частях и найдем А, В, С, 
D методом неопределенных коэффициентов. 

=+++ 4444 23 xxx   
          ( ) ( ) ( ) =+++++++= 222 2222 xDCxxxBxxAx  

          ( ) ( ) ( ) BxBAxDBAxCA 2222 23 +++++++= . 
Отсюда следует, что 

.42
,422

,42
,4

0

1

2

3

=
=+
=++

=+

B
BA

DBA
CA

x
x
x
x

 

Находим:  2,4,0,2 ==== DCAB . 
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=∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
+

++−=∫
++

+++ dx
xx

x
x

xxdx
xxx

xxx
22

2422
222

442
22

2

234

35
 

( ) ( )
−∫

++
+

+−−=∫
++
−+

+−−=
22

22222
222

222222
2 2

2

2

2

xx
dxx

x
xxdx

xx
x

x
xx

 

         
( )

( )
−∫

++
++

+−−=∫
++

−
22
22222

211
2 2

22

2 xx
xxd

x
xx

x
dx

 

          
( )

( )
( )−+++−−=∫

++

+
− 22ln222

211
12 2

2

2 xx
x

xx
x

xd
 

( ) Cx ++− 1arctg2 .► 

§ 5. Интегрирование тригонометрических функций 
5.1. Интеграл вида ( )∫ dxxxR cos,sin , где ( )xxR cos,sin  – 

рациональная функция относительно переменных xsin  и xcos , 
сводится к интегралу от рациональной дроби с помощью уни-

версальной тригонометрической подстановки 
2

tg xt = . Тогда  

tx arctg2= ,     21
2

t
dtdx
+

= , 

1
2

1
2

tg
2

tg2

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

sin 2
222 +

=
+

=
+

=
t

t
x

x

xx

xx

x , 

1
1

1
2

tg
2

tg1

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

cos 2

2

2

2

22

22

+
−

=
+

−
=

+

−
=

t
t

x

x

xx

xx

x . 

Пример 1. ∫
++ xx

dx
cossin3

. 
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◄ =

+
−

+
+

+

+=
++ ∫∫

2

2

2

2

1
1

1
23

1
2

cossin3
t
t

t
t

t
dt

xx
dx

 

( ) =
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
++

=
−+++

= ∫∫∫
4
7

2
121213

2
2222

t

dt
tt

dt
ttt

dt
 

C

x

C
t

+
+

=+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
7

1
2

tg2
arctg

7
2

7
2
12

arctg
7

2
.► 

5.2. ( ) ( )∫=∫ =
=

= dttR
xdxdt
xt

xdxxR
cos
sin

cossin . 

    ( ) ( )∫−=∫ −=
=

= dttR
xdxdt
xt

xdxxR
sin
cos

sincos . 

Пример 2. ∫
− 3cos

sin3

x
xdx

. 

◄ Данный интеграл легко сводится к виду 
( )∫ xdxxR sincos : 

( )
=∫

−
⋅−

=∫
−

⋅
=∫

− 3cos
sincos1

3cos
sinsin

3cos
sin 223

x
dxxx

x
dxxx

x
xdx

 

( )
∫ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
++=∫

−
−

=
−=
=

= dt
t

tdt
t
t

xdxdt
xt

3
83

3
1

sin
cos 2

 

CxxxCttt
+−++=+−++= 3cosln8cos3

2
cos3ln83

2

22
. 

► 
5.3. ( )∫ dxxR tg  или подынтегральная функция содержит 
xcos  и xsin  только в четных степенях, то применяется под-

становка 
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21
arctgtg

t
dtdxtxxt
+

=⇒=⇒= , 

,
1

1
tg1
1cos 22

2

tx
x

+
=

+
=  

2

2

2

2
2

1tg1
tgsin

t
t

x
xx

+
=

+
= . 

После подстановки получим интеграл от рациональной 
функции. 

Пример 3. ∫
+ x

dx
2sin1

. 

◄ =

+
==

+
==

=
+∫

2

2

2
2

2

1
arctg

1
sintg

sin1
t

dtdxtx
t

txxt

x
dx

 

( ) ( )∫∫∫ =
+

=
+

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

++
=

1212
1

11
22

2

2
2 t

dt
t
dt

t
tt

dt
 

( ) ( ) CxCt +=+= tg2arctg
2

12arctg
2

1
► 

Замечание. В частности, данную подстановку целесообраз-
но применять к интегралам вида  

∫
+++ dxcxxbxa

dx
22 coscossinsin

. 

5.4. Рассмотрим интеграл вида ∫ xdxx nm cossin  ( )Z∈nm, .  
Возможны три различных случая. 
1. ∫ xdxx nm cossin , где m и n таковы, что по крайней мере 

одно из них нечетное. Для определенности пусть n – нечетное, 
то есть его можно записать в виде Z∈+= ppn ,12 . Преобра-
зуем интеграл: 
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=∫=∫=∫ + xdxxxxdxxxdxx pmpmnm coscossincossincossin 212  

( ) ( )∫ −=∫ =
=

=−= dttt
xdxdt
xt

xdxxx
pmpm 22 1

cos
sin

cossin1sin . 

Последний интеграл есть интеграл от рациональной функ-
ции переменной t. 

Пример 4. ∫
x

xdx
2

5

cos
sin

. 

◄ 
( )

=∫
−

=∫=∫
x

xdxx
x
xdxx

x
xdx

2

22

2

4

2

5

cos
sincos1

cos
sinsin

cos
sin

 

( )
∫ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=∫

−
−=

−=
=

= dtt
tt

dtt
xdxdt
xt 2

22

22
211

sin
cos

 

Cxx
x

Ctt
t

+−+=+−+=
3

coscos2
cos

1
3

21 33
.► 

2. ∫ xdxx nm cossin , где ,2,2 qnpm ==  { }0, ∪∈Nqp . 
Для вычисления интеграла используем формулы понижения 
степени: 

2
2cos1sin,

2
2cos1cos 22 xxxx −

=
+

= . 

Подставим эти выражения в интеграл: 

dxxxxdxx
qp

qp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=∫ 2
2cos1

2
2cos1cossin 22 . 

Возводя в степень и раскрывая скобки, получаем члены, со-
держащие x2cos в четных и нечетных степенях. Члены с нечет-
ными показателями интегрируются, как показано в п. 1, а сла-
гаемые с четными степенями опять преобразуются по формулам 
понижения степени.  

Пример 5. ∫ xdx6sin . 

◄ ( ) ( )∫ ∫ =−==∫ dxxdxxxdx 3326 2cos1
8
1sinsin  
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( ) +⋅−=∫ −+−=
2
2sin

8
3

8
2cos2cos32cos31

8
1 32 xxdxxxx  

( ) ( )∫ +−=−−∫ +⋅+
16

2sin3
8

2cos2sin1
8
14cos1

2
1

8
3 2 xxxdxxdxx  

( ) ( ) +−=∫ −⋅−⋅++
16

2sin3
16
52sin2sin1

2
1

8
1

4
4sin

16
3

16
3 2 xxxdxxx

 

++−=+⋅+−+
64

4sin3
4
2sin

16
5

3
2sin

16
12sin

16
1

64
4sin3 3 xxxCxxx

 

Cx
++

48
2sin3

.► 

3. ∫ xdxx nm cossin . Оба показателя четные, но хотя бы 
один из них отрицательный. В этом случае делают замену 

xt tg= . 

Пример 6. ∫
x

xdx
4

2

cos
sin

. 

◄ 
( )

=∫
+

=∫
⋅

=∫
x

dxxxx
x
dxx

x
xdx

4

222

4

2

4

2

cos
cossinsin

cos
1sin

cos
sin

 

( ) ( ) ∫ ==
+

∫ ∫ +=

+
=

=
=

=+= dtt
t

dttt

t
dtdx

tx
tgxt

dxxx 2
2

22

2

22

1
1

1

arctg1tgtg  

CxCt
+=+=

3
tg

3

33

.► 

5.5. Интегралы вида: ∫ nxdxmx coscos , ∫ nxdxmx sinsin , 

∫ nxdxmx sincos , где nm ≠ , вычисляются с помощью формул 
тригонометрии:  

( ) ( )( )xnmxnmnxmx −++=⋅ coscos
2
1coscos , 
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( ) ( )( )xnmxnmnxmx +−−=⋅ coscos
2
1sinsin , 

( ) ( )( )xnmxnmnxmx −++=⋅ sinsin
2
1cossin . 

Пример 7. ∫ ⋅ xdxx 2cos5cos . 

◄ ( ) +=∫ +=∫ ⋅ xdxxxxdxx 7sin
14
13cos7cos

2
12cos5cos  

Cx ++ 3sin
6
1

.► 

§ 6. Интегрирование иррациональных функций 
Основным методом вычисления интегралов от иррацио-

нальных функций является сведение их к интегралам от рацио-
нальных функций. 

6.1. Интегралы вида ∫
++

+ dx
cbxax

NMx
2

. 

В первую очередь выделяют в числителе производную зна-

менателя ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

′
++ baxcbxax 22 : ( )

a
MbNbax

a
MNMx

2
2

2
−++=+ . 

Т.о., 
( )

=∫
++

−++
=∫

++

+ dx
cbxax

a
MbNbax

a
M

dx
cbxax

NMx
22

2
2

2  

( )
∫

++
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+∫

++

+
=

cbxax

dx
a

MbN
cbxax

dxbax
a

M
22 2

2
2

. 

Первый из полученных интегралов равен: 
( ) ( ) cbxax

cbxax

cbxaxd

cbxax

dxpax
++=∫

++

++
=∫

++

+ 2
2

2

2
22

. 

Для вычисления второго из интегралов сначала выделяем 
полный квадрат в знаменателе. С помощью замены переменной 
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a
bxz
2

+=  второй интеграл приводится к одному из двух таб-

личных интегралов: ∫
± 22 az

dz
,    ∫

− 22 za

dz
. 

Пример 1. ∫
−−

+ dx
xx

x
226

4
. 

◄ ( ) =−−=
′

−−=∫
−−

+ xxxdx
xx

x 2226
26

4 2
2

 

( )
=∫

−−
+∫

−−

−−
−=∫

−−

−−−
−=

222 26
3

26

22
2
1

26

622
2
1

xx

dx

xx

dxxdx
xx

x
 

( )
( ) +−−⋅−=∫ ∫

++−
+

−−

−−
−= 2

22

2
262

2
1

127
3

26

26
2
1 xx

xx

dx

xx

xxd

( )
Cxxx

x

dx
+

+
+−−−=∫

+−
+

7
1arcsin326

17
3 2

2
.► 

6.2. Интеграл вида   ∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
dxxxxxR s

h
q
p

r
k

,,,, K , 

где Z∈sqprk ,,,,, K . Для вычисления интеграла используется 

замена: ntx = , где n  – наименьшее общее кратное чисел 
sqr ,,, K  (иначе: n  – наименьший общий знаменатель дробей 

s
h

q
p

r
k ,,, K ). Тогда dtntdx n 1−= . В результате подстановки 

получим интеграл от дробно-рациональной функции. 

Пример 2. ∫
−
− dx

xx
x

2
1

. 

◄ Интеграл зависит от x  и от 2
1

xx = , поэтому приме-
ним подстановку: 2tx = . 
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( )
=∫ ∫

−
−

−=
−

−
=

=
=

=∫
−
− dt

tt
tt

tt
tdtt

tdtdx
txdx

xx
x

2
2

2
21

22
1

2

2

2

2
 

∫ ∫ =+−−−=
−

−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−= Ctt

t
dttdt

tt
t 2ln2

2
2

2
2

2
12 2

2

2  

Cxx +−−−= 2ln2 .► 

6.3. Интеграл вида  

( ) ( ) ( ) dxbaxbaxbaxxR s
h

q
p

r
k

∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +++ ,,,, K , 

где Z∈sqprk ,,,,, K . Для вычисления интеграла используется 

замена: ntbax =+ , где n  – наименьшее общее кратное чисел 
sqr ,,, K . 

Пример 3. dx
x

xx
∫

+
++

3 1
1

. 

◄ Подынтегральное выражение зависит от 

( )2
1

11 +=+ xx  и ( )3
1

3 11 +=+ xx . Наименьшим общим 
кратным чисел 2 и 3 является число 6, поэтому применим заме-
ну: 61 tx =+ . 

=∫
+−

=
=
=+

=∫
+
++ dtt

t
tt

dttdx
txdx

x
xx 5

2

36

5

6

3
61

6
1

1
1

 

( ) +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=+∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=−+=

4
1

710
6

4710
66

36
4

4710
369 tttCtttdtttt  

( ) CxxxC +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

+
+=+

4
1

7
1

10
1163 2 .► 
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6.4. Интеграл вида  

dx
dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR

s
h

q
p

r
k

∫
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,,,, K , 

где Z∈sqprk ,,,,, K . Для вычисления интеграла используется 

замена: nt
dcx
bax
=

+
+

, где n  – наименьшее общее кратное чисел 

sqr ,,, K . 

Пример 4. 
( )∫
−−

+
211

1
x

dx
x
x

. 

◄ Для нахождения интеграла воспользуемся заменой 
2

1
1 t

x
x
=

−
+

. Выразим x : ( ) ⇒−=+⇒−=+ 111 2222 ttxxttx   

1
1

2

2

+
−

=⇒
t
tx . Найдем dx : 

( ) ( )
( ) ( )2222

22

1

4

1

1212

+
=

+

−−+
=

t

tdtdt
t

ttttdx .  

Тогда 
( ) ( )

=∫

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

−

⋅
=∫

−−
+

22
2

2

22

1
1
11

4
11

1

t
t
t

tdtt
x

dx
x
x

 

( )
( ) ( )

.
1
1

3
1

1
11

4
33

2

22
22

222

2

C
x
xCtdtt

t
t

tt
dtt

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

==+==

+
+

+−+
= ∫∫  

► 
6.5. Если подынтегральное выражение представляет собой 

дифференциальный бином, то есть имеет вид ( ) dxbxax
pnm + , 

где Q∈pnm ,, , то данный интеграл сводится к интегралу от 
рациональной дроби в следующих трех случаях (подстановки 
П.Л. Чебышева): 
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1) Z∈p ; тогда интеграл можно рационализовать с помо-

щью подстановки ktx = , где k  – наименьший общий 
знаменатель дробей m  и n ; 

2)  Z∈
+
n

m 1
; тогда интеграл рационализуется с помощью 

подстановки kn tbxa =+ , где k  – знаменатель числа 
p ; 

3) Z∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+ p
n

m 1
; в этом случае рационализация дости-

гается подстановкой kn tbxa =+ − , где k  – знамена-
тель числа p . 

Пример 5. 
( )∫
+

2

2

1 x

dxx
. 

◄ 
( )

( ) dxxx
x

dxx 22
2

2
1

1

−
+∫=∫

+
. 

Так как 2−=p , имеем  случай 1. Применим замену: 

2tx = (
2
1,2 == nm , наименьший знаменатель этих чисел 

2=k ). Тогда tdtdx 2= .  

( ) ( ) ( )
=∫ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+
+−+−=∫

+
=∫

+
dt

t
tttt

t
dtt

x

dxx
2

23
2

5

2

2

1
454322

1
2

1
 

( )∫ −+−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

+
+−+−= 2

34

2
2

34
3

3
4

21
1

1
5283

3
4

2
tttdt

tt
tttt

 

+−+−=+
+

+++− xxxxC
t

tt 83
3

4
21

21ln108
32

 

( ) C
x

x +
+

+++
1

21ln10 .► 
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Замечание 1. При N∈p  интеграл от дифференциального 
бинома приводится к интегралам от степенных функций путем 
возведения в степень и раскрытия скобок. 

Пример 6. ( ) dxxx
232∫ + . 

◄ 2=p . Возведем сумму 32 x+  в квадрат и умножим на 

x . Тогда 

( ) ( ) ++=∫ ++=∫ + 6 1136 76 523

11
24

3
8442 xxdxxxxdxxx  

Cx ++ 6 13

13
6

.► 

Пример 7. ∫
+4 31 xx

dx
. 

◄ ( )∫ +=∫
+

−− dxxx
xx

dx
4
1

31
4 3

1
1

, 

01,
4
1,3,1 =

+
−==−=

n
mpnm  – целое число. Имеем случай 

2). Делаем подстановку:  431 tx =+ . Тогда 3 4 1−= tx  и 

( )
dt

t

tdx
3 24

3

13

4

−
= . В результате интеграл примет вид: 

( )
∫ =

−
=∫

−−
=∫

+ 13
4

113

4

1 4

2

3 43 24

3

4 3 t
dttdt

ttt

t

xx

dx
 

( )( )
( ) ( )
( )( ) +∫

−
=∫

+−
−++

=∫
+−

=
13

2
11
11

3
2

11
2

3
2

222

22

22

2

t
dtdt

tt
tt

tt
dtt

 

+
++

−+
=++

+
−

=
+

+ ∫ 11
11ln

3
1arctg

3
2

1
1ln

3
1

13
2

4 3

4 3

2 x
xCt

t
t

t
dt
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Cx +++ 4 3 1arctg
3
2

.► 

Пример 8. 
( )

∫
+

322 1 xx

dx
. 

◄ 
( )

( )∫ +=∫
+

−− dxxx
xx

dx
2
3

22
322

1
1

, 

Z∈−=+
+

−==−= 21,
2
3,2,2 p

n
mpnm . Имеем случай 3). 

Делаем подстановку:  221 tx =+ − . Откуда 
1

1
2

2

−
=

t
x  и 

( )22 1

22
−

−
=

t

tdtxdx . Преобразуем интеграл: 

( )
( ) ( )∫ =+=∫ +=∫

+

−−−−−− dxxxxdxxx
xx

dx 32
3

222
3

22
322

11
1

 

( ) ( )
( )

( )
=∫

−
−=∫

−

−
−∫ =+= −−−−

2

2

22

3322
3

26 1

1
11

t
dtt

t

tdtttxdxxx  

=++−
+

−=+−−=∫−∫= −

−
Cx

x
Ct

t
dt

t
dt 2

22 1
1

11
 

C
x

x

x

x
+

+
−

+
−=

2

2

1

1
.► 

Пример 9. dxxx∫ + 42 1 . 

◄ 
2
1,4,2 === pnm  – не целое число, первый случай не 

подходит, 
4
31

=
+
n

m
 – не целое и 

4
51

=+
+ p
n

m
 – не целое, по-
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этому второй и третий случаи не подходят тоже. Интеграл не 
может быть выражен через элементарные функции.► 

6.6. Интеграл вида 
( )

∫
++ cbxax

dxxPn
2

,   (4) 

где ( ) 01
1

1 axaxaxaxP n
n

n
nn ++++= −

− K . 
Применяется формула: 

( ) ( ) ∫
++

+++=∫
++

−
cbxax

dxcbxaxxQ
cbxax

dxxP
n

n
2

2
12

λ , (5) 

где ( ) 01
2

2
1

11 bxbxbxbxQ n
n

n
nn ++++= −

−
−

−− K . 

Чтобы найти коэффициенты λ,,,,, 0121 bbbb nn K−− , запи-
сывают для интеграла (4) равенство (5) с неопределенными ко-
эффициентами и дифференцируют его. Полученное выражение 

умножают на cbxax ++2 . Тем самым освобождаются от 
дробей и корней. Затем приравнивают коэффициенты при оди-
наковых степенях x  в левой и правой частях равенства. Решая 
полученную систему, находят коэффициенты  

λ,,,,, 0121 bbbb nn K−− . 

Пример 10. 
( )

∫
++

+

22

1
2

2

xx

dxx
. 

◄ По формуле (5) получим равенство: 
( ) ( ) ∫

++
++++=∫

++

+

22
22

22

1
2

2
2

2

xx

dxxxbax
xx

dxx λ . (6) 

Дифференцируем его: 
( )( )

2222

122
22

1
22

2
2

2

++
+

++

++
+++=

++

+

xxxx

xbaxxxa
xx

x λ
. 

Умножим обе части последнего равенства на 

222 ++ xx : 
( ) ( )( ) λ++++++=+ 1221 22 xbaxxxax . 
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Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x  
слева и справа: 

.21
,30

,21

0

1

2

λ++=
+=

=

ba
ba

a

x
x
x

 

Решая систему, находим 
2
3,

2
3,

2
1

=−== λba . Под-

ставляем найденные коэффициенты в (6): 
( )

=∫
++

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=∫

++

+

222
322

2
3

2
1

22

1
2

2
2

2

xx

dxxxx
xx

dxx
 

( )
( )

=∫
++

+
+++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

11

1
2
322

2
3

2
1

2
2

x

xdxxx  

Cxxxxxx ++++++++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 221ln

2
322

2
3

2
1 22 .► 

Замечание 2. Интеграл вида   ( ) dxcbxaxxPn∫ ++2    при-
водится к интегралу (4) умножением и делением на 

cbxax ++2 . 
6.7. Интеграл вида  

( )
( )
∫

++− cbxaxx

dxxP
m

n
2α

,  (7) 

где ( )xPn  – многочлен степени n . Возможны два случая: 
1) mn < . Интеграл приводится к виду (4) с помощью под-

становки 
t

x 1
=−α ; 

2) mn ≥ . У дроби 
( )

( )m
n

x
xP
α−

 выделяется целая часть, по-

сле чего получаем интегралы вида (4) и (7) в случае 
mn < . 
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Пример 11. 
( )
∫

++− 321 2

2

xxx

dxx
. 

◄ mnmn >== ,1,2 . Выделяем целую часть у дроби 

1
11

1
11

1

22

−
++=

−
+−

=
− x

x
x

x
x
x

. Тогда интеграл примет вид: 

( )
( )

( )
∫

++−
+∫

++

+
=∫

++− 32132

1

321 222

2

xxx

dx

xx

dxx

xxx

dxx
. 

Первый интеграл вычисляется как в п. 6.1: 
( ) ( ) ( )

=∫
++

++
=+=

′
++=∫

++

+

32

32
2
12232

32

1
2

2
2

2 xx

xxdxxx
xx

dxx
 

CxxCxx +++=+++⋅= 32322
2
1 22 . 

Второй интеграл с помощью замены 
t

x 11 =−   

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⇒

+
= 2

1
t
dtdx

t
tx  приводится к виду: 

( )
∫

++
−=∫

++− 146321 22 tt

dt

xxx

dx
, 

который выделением полного квадрата приводится к таблично-
му интегралу: 

( )
=∫

++
−=∫

++
−=∫

++−
6
1

3
26

1

146321 2
22

tt

dt

tt

dt

xxx

dx
 

=++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−∫ =

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−= Ctt

t

dt
18
1

3
1

3
1ln

6
1

18
1

3
16

1 2

2
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C
xx

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
++

−
−

18
1

3
1

1
1

3
1

1
1ln

6
1 2

. 

Окончательно 

( )
−++=∫

++−
32

321
2

2

2
xx

xxx

dxx
 

( ) Cxxxx +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−++++− 13ln9632ln

6
1 2 .► 

6.8. Тригонометрические подстановки. 
Интегралы типа 

( )∫ − dxxaxR 22, , ( )∫ + dxxaxR 22, , ( )∫ − dxaxxR 22,  
приводятся к интегралам от функций, рационально зависящих 
от тригонометрических функций, с помощью тригонометриче-
ских подстановок: для первого интеграла – tax sin=  (или 

tax cos= ); для второго – tax tg=  (или tax ctg= ) и для 

третьего – 
t

ax
sin

=  (или 
t

ax
cos

= ).  

6.9. Интегралы типа ( )∫ ++ dxcbxaxxR 2, . 
Выделив под радикалом полный квадрат и сделав замену 

a
bxt
2

+=  ( )dtdx =⇒ , интегралы указанного типа приводим к 

интегралам вида ( )∫ − dxxaxR 22, , ( )∫ + dxxaxR 22, , 

( )∫ − dxaxxR 22, . Эти интегралы вычисляются с помощью со-
ответствующих тригонометрических подстановок. 

Пример 12. ( )∫
−

−− dx
x

xx
2

542
. 

◄ ( )
( )
( ) =∫ =

−=
=

−
−−

=∫
−

−−
dxdt

xt
dx

x
x

dx
x

xx 2
2

92
2

54 22
 



 93 
 

∫ =
−

∫ ==

=

=

=

=∫
−

=
z
zdz

z
zdz

t
z

dz
z
zdt
z

t

dt
t

t
2

2

2

2

2

2

cos
cos13

cos
sin3

3arccos
cos

sin3
cos

3

9
 

+−





=+−=−= ∫∫ tt

Czzdz
z

dz 3arccos33arccostg33tg33
cos

3 2  

=+−−=+ C
t

tÑ 3arccos392  

C
x

xx +
−

−−−=
2

3arccos3542 .► 

О «неберущихся» интегралах 
До сих пор рассматривались классы интегрируемых функ-

ций. Но можно привести многочисленные примеры интегралов 
от элементарных функций, которые существуют, но не выража-
ются через элементарные функции. Например, 

∫ − dxe x 2

 – интеграл Пуассона, 

∫ dx
x

xsin
 – интегральный синус, 

∫ dx
x

xcos
 – интегральный косинус, 

∫ x
dx
ln

 – интегральный логарифм, 

−






∫
∫

dxx

dxx
2

2

sin

cos
 интегралы Френеля, 

∫ ≠− 1;0,sin1 22 kdxxk . 
Обобщим результаты интегрирования иррациональных вы-

ражений в табл. 3. 
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Таблица 3 
Интегрирование иррациональных варажений 

Вид выражения. 
Метод интегрирования 

∫
++

+ dx
cbxax

NMx
2

 

Выделить в числителе производную знаменателя 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

′
++ baxcbxax 22    ( )

a
MbNbax

a
MNMx

2
2

2
−++=+  

∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
dxxxxxR s

h
q
p

r
k

,,,, K , Z∈sqprk ,,,,, K  

Замена ntx = , где n  – НОК чисел sqr ,,, K  

( ) ( ) ( ) dxbaxbaxbaxxR s
h

q
p

r
k

∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +++ ,,,, K , 

Z∈sqprk ,,,,, K  

Замена ntbax =+ , где n  – НОК чисел sqr ,,, K  

dx
dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR

s
h

q
p

r
k

∫
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,,,, K , 

Z∈sqprk ,,,,, K  

Замена nt
dcx
bax
=

+
+

, где n  – НОК чисел sqr ,,, K  

( ) dxbxax pnm +∫ , Q∈pnm ,,  

1) Z∈p ; подстановка ktx = , где k  – наименьший об-
щий знаменатель дробей m  и n ; 

2)  Z∈
+
n

m 1
; подстановка kn tbxa =+ , где k  – знаме-

натель числа p ; 
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Окончание таблицы 3 

3) Z∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+ p
n

m 1
; подстановка kn tbxa =+ − ,  где k  – 

знаменатель числа p  
( )

∫
++ cbxax

dxxPn
2

, где ( ) 01
1

1 axaxaxaxP n
n

n
nn ++++= −

− K  

Применяется формула: 
( ) ( ) ∫

++
+++=∫

++
−

cbxax

dxcbxaxxQ
cbxax

dxxP
n

n
2

2
12

λ , 

где ( ) 01
2

2
1

11 bxbxbxbxQ n
n

n
nn ++++= −

−
−

−− K  – многочлен 
с неопределенными коэффициентами 

( )
( )
∫

++− cbxaxx

dxxP
m

n
2α

, 

где ( )xPn  – многочлен степени n  

1) mn <  – подстановка 
t

x 1
=−α ; 

2) mn ≥  – у дроби 
( )

( )m
n

x
xP
α−

 выделить целую часть  

( )∫ − dxxaxR 22, , ( )∫ + dxxaxR 22, , ( )∫ − dxaxxR 22,  
Подстановока: для первого интеграла – tax sin=  (или 

tax cos= ); для второго – tax tg=  (или tax ctg= ) и для 

третьего – 
t

ax
sin

=  (или 
t

ax
cos

= ) 

( )∫ ++ dxcbxaxxR 2,   
Выделив под радикалом полный квадрат и сделать замену 

a
bxt

2
+=  
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Представление о том, как с помощью элементарных функ-
ций можно представить и вычислить «неберущиеся» интегралы 
можно будет получить в разделе «Ряды». 

§ 7. Определенный интеграл.  
Свойства определенного интеграла.  

Формула Ньютона - Лейбница 
7.1. Понятие определенного интеграла 

Пусть функция ( )xfy =  определена и ограничена на от-
резке [ ]ba,  и на этом отрезке произвольно выбраны точки 

nxxx ,,, 10 K  так, что bxxxa n =<<<= K10 , то есть выбра-
но разбиение отрезка [ ]ba,  на n  частей. В каждом отрезке 

[ ]ii xx ,1−  ( )ni ,1=  произвольным образом выбрана точка iξ  

( )ni ,1= . 

Опр. 1. Сумма вида ( )∑ Δ=
=

n

i
iin xfS

1
ξ , где 1−−=Δ iii xxx , 

называется интегральной суммой функции ( )xfy =  на отрезке 
[ ]ba, . 

Величина интегральной суммы зависит от способа разбие-
ния отрезка [ ]ba,  на части и от выбора точек iξ . Пусть 

{ }ini
xΔ=

≤≤1
maxλ . 

Опр. 2. Если предел интегральной суммы при 0→λ  суще-
ствует и не зависит от способа разбиения отрезка [ ]ba,  на части 
и от выбора точек iξ , то функция ( )xfy =  называется интег-
рируемой на отрезке [ ]ba, . Величина этого предела называется 
определенным интегралом от ( )xf  на отрезке [ ]ba,  и обозна-

чается: ( )∫
b

a
dxxf . Число a  называется нижним пределом интег-

рирования, b  – верхним пределом интегрирования, x  – пере-
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менная интегрирования, ( )xf  – подынтегральная функция, 
( )dxxf  – подынтегральное выражение. 
Замечание. Величина определенного интеграла не зависит 

от того, как обозначена переменная интегрирования: 

( )∫
b

a
dxxf = ( )∫

b

a
dzzf . 

Теорема. Если функция ( )xfy =  непрерывна на отрезке 

[ ]ba, , то определенный интеграл ( )∫
b

a
dxxf  существует. 

Отметим, что непрерывность функции является достаточ-
ным условием ее интегрируемости. Однако определенный инте-
грал может существовать и для некоторых разрывных функций, 
в частности для всякой ограниченной на отрезке функции, 
имеющей на нем конечное число точек разрыва.  

7.2. Геометрический смысл определенного интеграла 
Определенный интеграл есть алгебраическая сумма площа-

дей фигур, ограниченных линиями: ( )xfy = , ax = , bx = , 
0=y . Площади фигур, расположенных выше оси OX , берутся 

со знаком плюс, а расположенных ниже оси OX  – со знаком 
минус. 

7.3. Основные свойства определенных интегралов 
Пусть функции ( )xf  и ( )xg  интегрируемы на отрезке 

[ ]ba, . Тогда справедливы следующие свойства определенных 
интегралов: 

1. ( ) ( )∫−=∫
a

b

b

a
dxxfdxxf . 

2. ( ) 0=∫
a

a
dxxf . 

3. ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫±∫=∫ ±
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf . 
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4. ( ) ( )∫=∫
b

a

b

a
dxxfcdxxcf , где сonstc = . 

5. ( ) ( ) ( )∫+∫=∫
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf , где bca << . 

6. Если ( ) 0≥xf  на отрезке [ ]ba, , где ba < , то 

( ) 0≥∫
b

a
dxxf . Если ( ) 0≤xf  на отрезке [ ]ba, , то  ( ) 0≤∫

b

a
dxxf . 

7. Если ( ) ( )xgxf ≤  на отрезке [ ]ba, , то 

( ) ( )∫≤∫
b

a

b

a
dxxgdxxf . 

8. Если M  – наибольшее значение и m  – наименьшее зна-
чение функции ( )xf  на отрезке [ ]ba, , то  

( ) ( ) ( )abMdxxfabm
b

a
−≤∫≤− . 

9. Если ( )xf  непрерывна на [ ]ba, , то существует точка 

[ ]baс ,∈  такая, что ( ) ( )( )abcfdxxf
b

a
−=∫ . (Теорема о среднем.) 

Опр. 3. Величина ( )∫⋅−

b

a

dxxf
ab

1
 называется средним зна-

чением функции ( )xf  на отрезке [ ]ba, . 

10. Если ( )xf  – четная функция, то ( ) ( )∫=∫
−

aa

a
dxxfdxxf

0
2 . 

11. Если ( )xf  – нечетная функция, то ( ) 0=∫
−

a

a
dxxf . 

12. Если ( )xf  – периодическая функция с периодом T , то 
интеграл по любому отрезку, длина которого равна T , имеет 

всегда одно и то же значение, то есть: ( ) ( )∫=∫
+TT

dxxfdxxf
λ

λ0
. 
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7.4. Формула Ньютона - Лейбница 
Если для непрерывной на отрезке [ ]ba,  функции ( )xf  мо-

жет быть найдена ее первообразная ( )xF , то простым и удоб-
ным методом вычисления определенного интеграла является 
формула Ньютона - Лейбница: 

( ) ( ) ( ) ( )aFbFxFdxxf b
a

b

a
−==∫ . 

Пример 1. ∫
2

0
cos

π

xdx . 

◄ Функция ( ) xxF sin=  является первообразной для 

функции ( ) xxf cos= , так как ( ) xx cossin =′ . Тогда по фор-
муле Ньютона - Лейбница имеем 

1010sin
2

sinsincos 2
0

2

0
=−=−==∫

ππ
π

xxdx .► 

Пример 2. ∫ +
−

7

1
2 dxx . 

◄ Применяем метод подведения функции под знак диффе-
ренциала. 

( ) ( ) =−=+=∫ ++=∫ +
−−−

33
7

1

37

1

7

1
1

3
29

3
22

3
2222 xxdxdxx  

( )
3

52127
3
2

=−= .► 

Пример 3. ( )∫ −
−

4

4

3sin dxxx . 

◄ ( ) ( )xxxf −= 3sin ,    

( ) ( ) ( )( ) ( ) =+−=−−−=− xxxxxf 33 sinsin  

( )( ) ( ) ( )xfxxxx −=−−=−−= 33 sinsin . 
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Функция ( ) ( )xxxf −= 3sin  – нечетная. Тогда по свойству 

11 : ( ) 0sin
4

4

3 =∫ −
−

dxxx .► 

Пример 4. ( )∫ +
−

2

2

24 dxxx . 

◄ ( ) 24 xxxf += , 

                 ( ) ( ) ( ) ( )xfxxxxxf =+=−+−=− 2424 . 

Функция ( ) 24 xxxf +=  – четная. Тогда по свойству 10: 

( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=∫ +=∫ +

− 3
8

5
322

35
22

2

0

352

0

24
2

2

24 xxdxxxdxxx  

15
272

= .► 

Пример 5. ∫
+

4

1 38x
dx

. 

◄ 
( )

=+=∫
+
+

=∫
+

4

1

4

1

4

1
38ln

8
1

38
38

8
1

38
x

x
xd

x
dx

 

( )
11
35ln

8
111ln35ln

8
1

=−= .► 

Пример 6. ∫
+−

2

1
2 22xx

dx
. 

◄ 
( )

( )
( ) =−=∫

+−
−

=∫
+−

2
1

2

1
2

2

1
2 1arctg

11
1

22
x

x
xd

xx
dx

 

4
0

4
0arctg1arctg π

=−
π

=−= .► 

Пример 7. ( )( )∫
−−

6

4 13
2

xx
dx

. 

◄ Разложим подынтегральную дробь на сумму простей-
ших: 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =∫
−

−∫
−

=∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

=∫
−−

6

4

6

4

6

4

6

4 131
1

3
1

13
2

x
dx

x
dxdx

xxxx
dx

 

( )
5
9ln

3
1ln

5
3ln

1
3ln1ln3ln

6

4

6

4
=−=

−
−

=−−−=
x
xxx .► 

§ 8. Методы интегрирования подстановкой 
и по частям для определенного интеграла 

8.1. Интегрирование подстановкой 
При вычислении определенных интегралов часто использу-

ется метод подстановки, или метод замены переменной интег-
рирования. 

Теорема 1. Пусть функция ( )xfy =  непрерывна на сег-
менте [ ]ba,  и функция ( )tx ϕ=  непрерывна вместе со своей 
производной ( )tϕ′  на отрезке [ ]βα , . Кроме того, при 

[ ]βα ,∈t : ( ) bta ≤≤ ϕ ; ( ) a=αϕ  и ( ) b=βϕ . Тогда справед-
лива формула: 

( ) ( )( ) ( )∫ ′=∫
β

α
ϕϕ dtttfdxxf

b

a
.      (8) 

Формула (8) называется формулой замены переменной в оп-
ределенном интеграле. 

Замечание 1. После замены переменной изменяются 
пределы интегрирования! Новые пределы интегрирования 
находятся из соотношений ( ) a=αϕ  и ( ) b=βϕ . 

Отметим, что: 
1) функцию ( )tx ϕ=  следует подобрать так, чтобы, под-

ставив ее вместо x  в подынтегральное выражение, по-
лучить более простой интеграл; 

2) при вычислении определенного интеграла методом под-
становки возвращаться к старой переменной не требу-
ется (в отличие от неопределенного интеграла); 

3) вместо подстановки ( )tx ϕ=  применяют и подстановку 
( )xt ψ= . 
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Пример 1. ∫ −
1

0

21 dxx . 

◄ 
2

1sin,00sin

cossin
1

1

0

2 π
=β⇒=β=α⇒=α

=⇒=
=∫ −

dttdxtx
dxx . 

На промежутке ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
,0 π

 функция tsin  возрастает и выпол-

няется условие: 1sin0 ≤≤ t . Т. о., 

( ) =∫ +=∫=∫ −=∫ −
2

0

2

0

22

0

2
1

0

2 2cos1
2
1coscossin11

πππ

dtttdttdttdxx  

( )
4

0sinsin
2
10

22
12sin

2
1

2
1 2

0

πππ
π

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += tt .► 

Пример 2. ∫
+

9

1 25 x
dx

. 

◄ Применим подстановку tx = . Эта функция является 
монотонной на сегменте [ ]9;1 . 

( )
( )

=
===
===⇒=

=∫
+ 3992

111
25

29

1 ttdtdx
ttxtx

x
dx

 

=∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=∫

+
−+

=∫
+

=
3

1

3

1

3

1

3

1
52ln

2
15

25
51

25
552

25
2 ttdt

t
dt

t
t

t
tdt

 

( )
7
11ln

2
527ln11ln

2
513 −=−−−= .► 

Пример 3. ( )∫ −
3

2

53 dxxx . 

◄ Полагая xt −= 3 , которая монотонна на отрезке [ ]3;2 , 
получаем tx −= 3 , dtdx −= , пределы интегрирования: 
( ) 12 =t , ( ) 03 =t . 
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( ) ( ) ( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=∫ −=∫ −−=∫ −

0

1

670

1

56
0

1

5
3

2

5

27
333 ttdtttdtttdxxx  

14
5

2
10

7
10 =+−−= .► 

Пример 4. ∫
−

2

1 2 1xx

dx
. 

◄ ( )
( )

=

==

=

−=⇒=⇒=

=∫
−

2
2

2
12

11

11

1

2
2

1 2

t

t
t
dtdx

x
t

t
x

xx
dx

 

=−=∫
−

−=∫
−

−= 2
2

1

2
2

1 2

2
2

1
2

2
arcsin

1111
t

t

dt

tt
t

dt
 

424
πππ

=+−= .► 

Замечание 2. Если функция ( )tx ϕ=  не монотонная, то 
уравнениям ( ) a=αϕ  и ( ) b=βϕ  могут удовлетворять не-
сколько различных пар значений α  и β . В этом случае можно 
взять любую пару указанных значений, удовлетворяющих усло-
виям теоремы 1. 

Пример 5. ∫
+

2

0 cos23

π

x
dx

. 

◄ Применим подстановку 
2

tg xt = . Тогда tx arctg2= , 

21
2

t
dtdx
+

=  и 2

2

1
1cos

t
tx

+
−

= . Пересчитаем пределы интегриро- 
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вания: ( ) 00tg0 ==t  и 1
4

tg
2

=
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πt . Сл-но, 

( )
=∫

+
=∫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

++

=∫
+

1

0
2

1

0
2

2
2

2

0 5
2

1
1231

2
cos23 t

dt

t
tt

dt
x

dx
π

 

5
1arctg

5
2

5
arctg

5
12

1

0

=⋅=
t

.► 

8.2. Интегрирование по частям 
Теорема 2. Пусть функции ( )xu  и ( )xv  непрерывны на от-

резке [ ]ba,  вместе со своими производными ( )xu′  и ( )xv′ . То-
гда имеет место формула интегрирования по частям: 

∫−=∫
b

a

b
a

b

a
vduuvudv . 

Замечание 3. При вычислении по формуле интегрирования 
по частям всегда берут только одну первообразную v . 

Пример 6. ( )∫ +
π

0
cos2 xdxx . 

◄ ( ) =
∫ ===

=+=
=∫ +

xxdxvxdxdv
dxduxu

xdxx
sincoscos

2
cos2

0

π
 

( ) ( ) =+−+=∫−+= πππ ππ 0
0

0 cos0sin2sin2sinsin2 xxdxxx  

2110coscos −=−−=−= π .► 

Пример 7. ∫
2

0

2 sin
π

xdxx . 

◄ +−=
−==
==

=∫ 2
0

2
22

0

2 cos
cossin
2sin

ππ

xx
xvxdxdv

xdxduxuxdxx  
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=∫=∫++−=∫+
2

0

2

0

22

0
cos2cos20

2
cos

4
cos2

πππ
ππ xdxxxdxxxdxx  

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∫−=

==
==

=
2

0

2
0 sinsin2

sincos

π
π

xdxxx
xvxdxdv

dxduxu
 

20cos2
2

cos2cos20
2

sin
2

2 2
0 −=−+=+−= πππππ π

x .► 

Пример 8. ∫
2

1

3 ln xdxx . 

◄ =∫−=
==

==
=∫

2

1

4
2

1

4

4
3

2

1

3

4
1

4
ln

4

ln
ln

x
dxxxx

xvdxxdv

x
dxduxu

xdxx  

=+−=−=−−= ∫ 16
112ln4

16
2ln4

4
102ln4

2

1

42

1

3 xdxx  

16
152ln4 −= .► 

Пример 9. ∫
1

0

arctgxdx . 

◄ −=
==
+

===∫
1

0
2

1

0

arctg1
arctgarctg xx

xvdxdv
x

dxduxuxdx  

( ) ( ) =+−=∫
+
+

−−=∫
+

−
1

0

2
1

0
2

21

0
2 1ln

2
1

41
1

2
10

41
x

x
xd

x
xdx ππ

 

2ln
2
1

4
1ln

2
12ln

2
1

4
−=+−=

ππ
.► 
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Пример 10. ∫
2

0
sin

π

xdxe x . 

◄ −=
==

==
=∫= 2

0

2

0
sin

cossin
sin

ππ

xe
evdxedv

xdxduxu
xdxeI x

xx
x  

−=∫ ==
−==

=−
2

sin
sincos

cos 2
2

0

πππ

e
evdxedv

xdxduxu
xdxe xx

x  

+−=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∫+−−

2
cossincos0sin 22

2

0

2
0

0 πππππ
eexdxexee xx  

IeIe −+=−+ 10cos 20
π

, где ∫=
2

0
sin

π

xdxeI x  – искомый интеграл. 

Из полученного алгебраического уравнения IeI −+= 12
π

 

найдем 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=∫ 1

2
1sin 2

2

0

ππ

exdxe x .► 

§ 9. Приложения определенного интеграла 
Все подынтегральные функции, встречающиеся в этом па-

раграфе, предполагаются непрерывными. 
9.1. Вычисление площади плоской фигуры 

Вычисление площадей плоских фигур основано на геомет-
рическом смысле определенного интеграла. Площадь криволи-
нейной трапеции, ограниченной сверху графиком функ-
ции ( )xfy =  ( )( )0≥xf , слева и справа – соответственно пря-
мыми ax =  и bx = , снизу – отрезком [ ]ba,  оси OX  (см. рис. 
1), вычисляется по формуле  

( )∫=
b

a
dxxfS .    (9) 
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a                           b 

O

Y
X 

( )xfy =  

S

Если ( ) 0≤xf при [ ]bax ,∈  (см. рис. 2), то 

( )∫−=
b

a
dxxfS .   (10) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                Рис. 1                                                Рис. 2 
Формулы (9) и (10) можно объединить в одну: 

( )∫=
b

a
dxxfS .    (11) 

Если плоская фигура ограничена кривыми ( )xfy 1=  и 
( )xfy 2= , причем ( ) ( )xfxf 21 ≤ , прямыми ax =  и bx = , то 

ее площадь находится по формуле 

( ) ( )[ ]∫ −=
b

a
dxxfxfS 12 .  (12) 

Пусть криволинейная трапеция ограничена кривой 
( )yx ϕ= , прямыми cy =  и dy =  и отрезком [ ]dc,  оси OY . 

Тогда площадь этой трапеции вычисляется по формуле 

( )∫=
d

c
dyyS ϕ .    (13) 

Если криволинейная трапеция ограничена сверху кривой, 
заданной параметрическими уравнениями  

( )
( ) ( ) [ ]

⎩
⎨
⎧

∈≥
=
=

21,,0
,
,

tttty
tyy
txx

, 

прямыми ax =  и bx =  и отрезком [ ]ba,  оси Ox , то ее пло-
щадь вычисляется по формуле 

a 

y=f(x)

O b

Y 

X

S
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( ) ( )∫ ′=
2

1

t

t
dttxtyS ,   (14) 

где 1t  и 2t  определяются из уравнений: ( ) atx =1  и ( ) btx =2 . 
Предполагается, что на отрезке [ ]21, tt  функции ( )ty  и ( )tx′  не-
прерывны. 

Площадь криволи-
нейного сектора, ограни-
ченного кривой, заданной 
в полярных координатах 
уравнением ( )ϕrr =  и 
двумя лучами αϕ =  и 

βϕ =  ( )βα<  вычисляет-
ся по формуле 

( )∫=
β

α
ϕϕ drS 2

2
1

.   (15) 

Пример 1. Найти площадь фигуры, ограниченной парабо-
лой 12 += xy  и прямыми 

0=x , 2=x  и 0=y . 
◄ Сделаем чертеж за-

данной фигуры. Так как 
012 >+= xy  на сегменте 

[ ]2,0 , то для вычисления 
площади применяем фор-
мулу (9):  

( )∫ =+=
2

0

2 1 dxxS

3
142

3
8

3

2

0

3
=+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ xx

.► 

Пример 2. Найти площадь фигуры, ограниченной 
параболой xxy 22 +=  и прямой 2+= xy . 

O 
 

r=r(ϕ) 

ρ 
β 

α 

S 

 

1

Y

X2O



 109 
 

◄ Найдем абсциссы точек 
пересечения данных линий: 

⇒=−+⇒+=+ 0222 22 xxxxx
1,2 21 =−=⇒ xx  

На отрезке [ ]1,2−  

xxx 22 2 +≥+ , сл-но, по 
формуле (12) 

( ) =∫ −−+=
−

1

2

2 22 dxxxxS  

( )
2
92

3
84

2
1

3
12

23
22

1

2

231

2

2 =+−+−−==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=−−=

−−
∫

xxxdxxx .► 

Пример 3. Найти площадь фигуры, ограниченной 

эллипсом 1
49

22

=+
yx

. 

◄ Оси координат 
совпадают с осями 
симметрии заданного 
эллипса и делят его на 
четыре равные части. Т. о., 
для нахождения искомой 
площади достаточно 
найти площадь части 
фигуры, расположенной в 
первой четверти ( 0≥x , 0≥y ), и умножить полученный 
результат на четыре. 

Параметрические уравнения эллипса имеют вид:  
tx cos3= , ty sin2= , [ ]π2,0∈t . 

Найдем пределы изменения переменной t :  

30 ≤≤ x ,  
2

0cos30 π
=⇒=⇒= ttx , 

                    01cos3cos33 =⇒=⇒=⇒= tttx . 
Применим формулу (14): 

 

Y

-2

2

-3 3 X

O-2
 

Y

S

1

X
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( ) ( ) =∫ −=∫−=∫
′=

2

0

0

2

2
0

2

2cos112sin24cos3sin24
π

ππ
dtttdtdtttS  

πππ
π

6sin66
2
2sin12

2

0

=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

tt .► 

Пример 4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, 
заданными уравнениями: 

( )
⎩
⎨
⎧

≥=
=
= 22

,sin2
,cos24

3

3
xx

ty
tx

. 

◄ Для вычисления 
площади воспользуемся 
симметрией фигуры 
относительно оси OX . 
Сначала найдем пределы 
интегрирования: 

242 ≤≤ x , 
 

42
2cos2cos242 1

3
1

π
=⇒=⇒=⇒= tttx , 

01cos24cos2424 2
3

2 =⇒=⇒=⇒= tttx . 
Для нахождения половины площади заданной фигуры 

применим формулу (14): 

( ) =∫−=∫
′

=
0

4

24
0

4

33 cossin24cos24sin22
ππ

tdttdtttS   

( )( ) =∫ −−=∫=
ππ

dttttdtt
4

0

24

0

2 4cos12cos1
2
32sinsin6  

( ) −−=⋅+−∫ −=
πππ

4

0

4

0

4

0 4
2sin3

2
34cos2cos4cos2cos1

2
3 ttdttttt  

Y

 

2

24  

2 X 
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( ) ++−=∫ ++−
4

0

4

0

4

0 8
6sin

4
3

8
32cos6cos

4
3

8
4sin3

πππ
π tdtttt

 

8
43

8
3

8
1

4
3

8
3

8
2sin3 4

0

−
=+−−=+

ππ
π

t
.► 

Пример 5. Найти площадь фигуры, ограниченной “трехле-
пестковой розой” ϕ=ρ 3sin . 

◄ Так как 0≥ρ , то 03sin ≥ϕ ,     
сл–но, N∈π+π≤ϕ≤π nnn ,232 , 

N∈
π

+
π

≤ϕ≤
π nnn ,

3
2

33
2

. При 0=n  

получаем пределы для первого “лепест-

ка”: 
3

0 π
≤ϕ≤ . 

По формуле (15) найдем третью часть искомой площади и 
тогда площадь “розы” равна: 

=∫ ϕϕ⋅=
π

3

0

2 3sin
2
13 dS  

( )
424

6sin
4

36cos1
4
3 3

0

3

0

3

0

π
=

ϕ
−

ϕ
=∫ ϕϕ−=

πππ

d .► 

9.2. Вычисление длины дуги кривой 
Пусть кривая на плоскости задана уравнением ( )xfy = , 

где ( )xf  – непрерывно дифференцируемая функция для всех 
[ ]bax ,∈ . Тогда длина l  дуги кривой, заключенной между точ-

ками с абсциссами, равными a  и b , вычисляется по формуле: 

( )[ ]∫ ′+=
b

a
dxxfl 21 .   (16) 
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В случае задания кривой уравнением ( )yx ϕ= , где 
dyc ≤≤ , длина l  дуги кривой, заключенной между точками с 

ординатами равными, c  и d , вычисляется по формуле: 

( )[ ]∫ ′+=
d

c
dyyl 21 ϕ .   (17) 

Если кривая задана параметрическими уравнениями 
( )
( ) [ ]

⎩
⎨
⎧

∈
=
=

21,
,
,

ttt
tyy
txx

, 

где ( )tx  и ( )ty  – непрерывные вместе со своими производными 
функции и ( ) ( ) btxatx == 21 , , то длина дуги кривой находится 
по формуле: 

( )[ ] ( )[ ]∫ ′+′=
2

1

22
t

t
dttytxl .  (18) 

Пусть кривая задана уравнением в полярных координатах 
( )ϕrr = , βϕα ≤≤ . Предполагаем, что ( )ϕr  и ( )ϕr ′  непре-

рывны на сегменте [ ]βα , . В этом случае длина кривой вычис-
ляется по формуле: 

[ ]∫ ′+=
β

α
ϕdrrl 22 .   (19) 

Пример 6. Вычислить длину дуги кривой xy sinln=  от 

21
π

=x  до 
3
2

2
π

=x . 

◄ Изобразим часть графика заданной функции при 
( )π,0∈x . Воспользуемся формулой (16). 
Прежде чем записать интеграл, найдем выражение 

( )[ ]21 xf ′+ : 
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( ) xxf sinln= , 

( ) x
x
xxf ctg

sin
cos

==′ , 

( )[ ]
x

xxf
sin

1ctg11 22 =+=′+ . 

Для вычисления интеграла 
используем универсальную три-
гонометрическую подстановку 

2
tg xt = : 

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
=

+
=⇒=⇒=

=∫=
π

π

3
3

21
2

1
2sin

1
2arctg2

2
tg

sin 2

2

3
2

2
tt

t
tx

t
dtdxtxxt

x
dxl  

( )
3ln1ln3lnln

1
21

2 3

1

3

1

3

1
2

2
=−==∫=∫

+
+

= t
t
dt

t
tt

dt
.► 

Пример 7. Найти длину кривой 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=

,
4
12

,
6
1

4

6

ty

tx
 между точ-

ками пересечения ее с осями координат. 
◄ Найдем параметры точек пересечения с осями: 
с осью OY  – ,00 =⇒= tx  

с осью OX  – 44 80
4
120 =⇒=−⇒= tty . 

Тогда по формуле (18) длина дуги равна: 

3
2

2
ππ

 

 

π

X

Y 

О 
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( ) ( ) =∫ −+=∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= dtttdtttl

44 8

0

2325
8

0

2

4

2

6

4
12

6
1

 

( ) ( )
=

+
⋅=++=+= ∫∫

4
44

8

0

3
48

0

44
8

0

43

3
12

4
111

4
11 ttdtdttt  

( )
3

13127
6
1

=−= .► 

Пример 8. Найти длину дуги кривой ϕsin6=r , 

3
0 πϕ ≤≤ . 

◄ Для вычислений воспользуемся формулой (19): 

[ ] ( ) =∫ +=∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′+=

3

0

223

0

2
2 cossin6sin6sin6

ππ

ϕϕϕϕϕϕ ddl  

πϕϕ
ππ

266
3

0

3

0
==∫= d .► 

9.3. Объем тела 
1. Вычисление объема тела по известным площадям попе-

речных сечений  
Пусть в пространстве задано тело и построены его сечения 

плоскостями, параллельными оси OX  и проходящими через 
точки [ ]bax ,∈  на ней. Площадь фигуры в сечении зависит от 
точки x , определяющей площадь сечения. Если эта зависимость 
известна и задана непрерывной на [ ]ba,  функцией ( )xS , то объ-
ем тела, заключенного между плоскостями ax =  и bx = , вы-
числяется по формуле: 

( )∫=
b

a
dxxSV .    (20) 
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2. Объем тела вращения  
Если тело образовано вращением  криволинейной трапе-

ции, ограниченной кривой ( )xfy =  ( )( )0≥xf  и прямыми 
0=y , ax =  и bx = , вокруг оси OX , то его объем вычисляет-

ся по формуле: 

( )[ ]∫=
b

a
dxxfV 2π .   (21) 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Если тело образовано вращением криволинейной трапеции, 

ограниченной кривыми ( )xfy 1= , ( )xfy 2= , где 
( ) ( ) 012 ≥≥ xfxf , и прямыми ax =  и bx = , вокруг осиOX , то 

его объем вычисляется по формуле: 

 

x 

S(x)Y

O

Z 

Xb a

 

Y

Z

X

bx 
a

O

y=f(x) 
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( )[ ] ( )[ ]( )∫ −=
b

a
dxxfxfV 2

1
2

2π .   (22) 

Если тело образовано вращением  криволинейной трапеции, 
ограниченной кривой ( )yx ϕ=  ( )( )0≥yϕ  и прямыми 0=x , 

cy =  и dy = , вокруг оси OY , то его объем вычисляется по 
формуле: 

( )[ ]∫=
d

c
dyyV 2ϕπ .   (23) 

Пример 9. Найти объем тела, ограниченного эллиптиче-

ским параболоидом 
42

22 zyx +=  и плоскостью 2=x . 

◄Любое сечение эллиптического параболоида плоскостью, 
перпендикулярной к оси OX  ( )20 ≤≤ x , есть эллипс, уравне-

ние которого имеет вид 1
42

22
=+

x
z

x
y

. Из уравнения видно, что 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
что полуоси эллипса равны xa 2=  и xxb 24 == . Так как 
площадь эллипса вычисляется по формуле abS π= , то 
( ) xxxxS ππ 2222 =⋅= , где 20 ≤≤ x . Искомый объем 

вычисляем по формуле (20): 

 

2 2
O

Y

Z

X
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( ) πππ 24
2

2222
2

0

22

0
==∫=∫=

xxdxdxxSV
b

a
.► 

Пример 10. Вычислить объем тела, ограниченного поверх-

ностями 1
27

2
2

=+ yx
, 

3
yz = , 0=z  ( )0≥y . 

◄ Изобразим заданное тело. 
 

Любое сечение этого тела 
плоскостью, перпендикулярной 
оси OX  ( )2727 ≤≤− x , есть 
прямоугольный треугольник 

MNPΔ . Для него 
( ) OXxM M ∈0,0, , ( )0,, NN yxN  

лежит на эллиптическом цилиндре 1
27

2
2

=+ yx
, то есть 

1
27

2
2

=+ N
N yx

, ( )PPP zyxP ,,  лежит и на цилиндре и на секущей 

плоскости 
3
yz = , то есть 

3
P

P
yz =  и NP yy = . Можно также 

отметить, что 2727 ≤==≤− PNM xxx . 
Площадь полученного сечения можно вычислить по фор-

муле: ( ) NPMNMNPS ⋅⋅=
2
1Δ , где 

27
1

2xyMN N −==  

( )0≥y , 
813

1
3

1

33

2
27

2

xyyzNP
x

NP
P −=

−
==== . Тогда пло-

щадь сечения: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−⋅−⋅=

27
1

32
1

813
1

27
1

2
1 222 xxxMNPS Δ , 

Z

O

X

Y
M

N
P

27

27−

1
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причем 2727 ≤≤− x . 

В итоге искомый объем вычисляем по формуле (20): 

( ) =∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=∫=

−

27

27

2

27
1

32
1 dxxdxxSV

b

a
 

2
8132

1
27

27

3
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−

xx .► 

Пример 11. Найти объем тела, образованного вращением 
вокруг оси OX  фигуры, ограниченной графиками функций 

22 xxy −=  и 2+−= xy . 
◄ Графики пересекаются 

в точках ( )1,1  и ( )0,2 . 
Используя формулу (22), 

находим объем тела вращения: 

( )[ ( ) ]

( )∫

∫

=−++−=

=+−−−=

2

1

234

2
2

1

22

4434

22

dxxxxx

dxxxxV π

.
5
142

5

2

1

234
5

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++−= xxxxx

► 
§ 10. Несобственные интегралы 

При определении интеграла ( )∫
b

a
dxxf  предполагалось, что 

отрезок [ ]ba,  конечен и функция ( )xf  на нем определена и ог-
раничена.  

Рассмотрим так называемые несобственные интегралы, то 
есть определенный интеграл от непрерывной функции с беско-
нечным промежутком интегрирования или определенный инте-

22 xxy −=  

 

1 

1 

2 

2+−= xy  

Y 

XO 
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грал с конечным промежутком интегрирования, но подынте-
гральная функция не ограничена на нем (имеет на нем беско-
нечный разрыв). 

10.1. Интегралы с бесконечным промежутком  
интегрирования (несобственные интегралы I рода) 
Опр. 1. Пусть функция ( )xf  определена на промежутке 

[ )+∞,a  и интегрируема на любом промежутке [ ]ba, , принадле-
жащем этому промежутку. Если существует конечный пре-

дел: ( )∫
+∞→

b

ab
dxxflim , то этот предел называется несобственным 

интегралом I рода от функции ( )xf  по промежутку [ )+∞,a  и 

обозначается  ( )∫
+∞

a
dxxf . 

Таким образом,  

( )∫
+∞

a
dxxf = ( )∫

+∞→

b

ab
dxxflim .   (24) 

Опр. 2. Несобственный интеграл I рода называется сходя-
щимся, если предел конечен. Если же предел бесконечен или не 
существует, то несобственный интеграл называется расходя-
щимся. 

Геометрический смысл несобственного интеграла в случае 
0)( ≥xf  – это площадь неограниченной области, заключенной 

между линиями axxfy == ),(  и 0=y  (осьOX ). 

Например 
2

|arctglim
1

lim
1 00

2
0

2
π

==
+

=
+ ∞→

∞

∞→ ∫∫
b

b

b

b
x

x
dx

x
dx

. 
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Пример 1. ∫
+∞

1
3x

dx
. 

◄
2
1

2
1

2
1

lim
2

1
limlim 2

1
2

1
3

1
3 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=∫=∫

+∞→+∞→+∞→

∞+

bxx
dx

x
dx

b

b

b

b

b
. 

Несобственный интеграл сходится. ► 

Пример 2. ∫
+∞

1 x
dx

. 

◄ ( ) ( ) =−==∫=∫
+∞→+∞→+∞→

+∞
1lnlnlimlnlimlim

111
bx

x
dx

x
dx

b

b

b

b

b
 

                                                             ( ) +∞==
+∞→

b
b

lnlim . 

Интеграл расходится. ► 

Замечание 1. Можно показать, что интеграл ∫
+∞

1
kx

dx
 сходит-

ся при 1>k  и расходится при 1≤k . 
Опр. 3. Пусть функция ( )xf  определена на промежутке 

( ]b,∞−  и интегрируема на любом промежутке [ ]ba, , принад-
лежащем этому промежутку. Если существует конечный пре-

дел: ( )∫
−∞→

b

aa
dxxflim , то этот предел называется несобственным 

интегралом II рода от функции ( )xf  по промежутку ( ]b,∞−  и 

обозначается ( )∫
∞−

b
dxxf . 

Имеем  

( )∫
∞−

b
dxxf = ( )∫

−∞→

b

aa
dxxflim .  (25) 

Если функция ( )xf  определена на промежутке ( )+∞∞− ,  и 
интегрируема на любом промежутке [ ]ba, , принадлежащем 
этому промежутку, полагаем  
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( )∫
+∞

∞−
dxxf = ( ) ( )∫+∫

+∞→−∞→

b

cb

c

aa
dxxfdxxf limlim , ),( bañ∈  (26) 

Иногда будем записывать: ( )∫
+∞

∞−
dxxf = ( )∫

+∞→
−∞→

b

a
b
a

dxxflim . 

Замечание 2. В равенстве (26) +∞→a  и +∞→b  неоди-
наково (по разным произвольным законам). 

Замечание 3. Равенство (26) следует понимать в том смыс-
ле, что если каждый из несобственных интегралов, стоящих в 
правой части равенства, сходится, то сходится и интеграл в ле-
вой части. 

Пример 3. ∫
−

∞−

2

2x
dx

. 

◄ 
2
11

2
1

lim
1

limlim
22

2

2

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=∫=∫

−∞→

−

−∞→

−

−∞→

−

∞− axx
dx

x
dx

aaaaa
. 

Интеграл сходится. ► 

Пример 4. ∫
+

+∞

∞−
21 x

dx
. 

◄ ∫
+

+∞

∞−
21 x

dx
= +=∫

+
+∫

+ −∞→+∞→−∞→

0

0
2

0

2 lim
1

lim
1

lim
aa

b

baa
arctgx

x
dx

x
dx

 

( ) ( ) =−+−=+
+∞→−∞→+∞→

0lim0limlim
0

arctgbarctgaarctgx
ba

b

b
 

πππ
=+=

22
.► 

Пример 5. ∫
+∞

∞−
xdx . 

◄ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==∫=∫

+∞→
−∞→

+∞→
−∞→

+∞→
−∞→

∞+

∞− 22lim2limlim
222 abxxdxxdx

b
a

b

a
b
a

b

a
b
a

. 
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Полученный предел не существует (получаем неопределен-
ность ∞−∞ ). Интеграл расходится. ► 

Замечание 4 (к примеру 5). Так как a  и b  неограниченно 
возрастают по абсолютной величине по разным законам, то бу-
дем получать различные значения предела. Например, если 

+∞→=−= kkbka ,, 2 , то  

( ) ( )[ ] +∞=−=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→+∞→
+∞→
−∞→

1lim2
1

lim2
1

22lim 2224
22

kkkkab
kk

b
a

. 

Если +∞→=−= kkbka ,,2 , то  

( ) ( )[ ] −∞=−=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→+∞→
+∞→
−∞→

2242
22

1lim2
1

lim2
1

22lim kkkkab
kk

b
a

. 

Если +∞→=−= kkbka ,, , то 

( ) 0lim2
1

22lim 22
22

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→
+∞→
−∞→

kkab
k

b
a

. 

Пример 6. ∫
∞−

0
cos xdxx . 

◄ =
==
==

=∫=∫
−∞→∞− xvxdxdv

dxduxu
xdxxxdxx

aa sincos
coslimcos

00
 

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∫−=

−∞→−∞→

0000

cossinlimsinsinlim
aaaaaa

xxxdxxx  

aaa
aa

coslim1sinlim0
−∞→−∞→

−+−= . 

Интеграл расходится, так как aa
a

sinlim
−∞→

 и a
a

coslim
−∞→

 не 

существуют. ► 
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Опр. 4. Величина 

( ) ( ) ( )∫=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫+∫
+∞

∞−−∞→
dxxfPVdxxfdxxf

a

c

c

aa
..lim , ),( aañ −∈ ,   (27) 

(в случае его существования) называется главным значением не-

собственного интеграла ( )∫
+∞

∞−
dxxf . Справа в формуле (27) напи-

сано обозначение главного значения. 

К примеру, 0
22limlim..
22

0

0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫+∫=∫
∞→−∞→

∞+

∞−

aaxdxxdxxdxPV
a

a

aa
. 

Замечание 5. Если несобственный интеграл сходится, то 
его значение совпадает с его главным значением. 

10.2. Признаки сходимости несобственных интегралов  
с бесконечными пределами 

Теорема 1. Пусть на промежутке [ )+∞,a  каждая из функ-
ций ( )xf  и ( )xϕ  удовлетворяет условиям определения 1 и для 
всех ( )axx ≥  выполняется неравенство: 

( ) ( )xxf ϕ≤≤0 . 

Тогда:  1) из сходимости интеграла ( )∫
+∞

a
dxxϕ  следует схо-

димость интеграла ( )∫
+∞

a
dxxf , при этом ( ) ( )∫≤∫

+∞+∞

aa
dxxdxxf ϕ ; 

                       2) из расходимости интеграла ( )∫
+∞

a
dxxf  следует 

расходимость интеграла ( )∫
+∞

a
dxxϕ . 

Пример 7. Исследовать на сходимость ( )∫
+

+∞

1
2 3 xex

dx
. 
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◄ При 1≥x  имеем ( ) 22
1

3
1

xex x ≤
+

. 

111
lim

1
limlim

11
2

1
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=∫=∫

+∞→+∞→+∞→

∞+

bxx
dx

x
dx

b

b

b

b

b
. 

Сл–но, по теореме 1 интеграл ( )∫
+

+∞

1
2 3 xex

dx
 сходится и его 

значение меньше 1. ► 
Пример 8. Исследовать на сходимость интеграл 

∫
+∞+

9 5

2 3 dx
x

x
. 

◄ При 9≥x      
xx

x

x

x 13
5

2

5

2
=≥

+
. 

( ) +∞=−==∫=∫
+∞→+∞→+∞→

+∞
3lim2lim2lim

999
bx

x
dx

x
dx

b

b

b

b

b
. 

Тогда по теореме 1 интеграл ∫
+∞+

9 5

2 3 dx
x

x
 расходится. ► 

Теорема 2. Если интеграл ( )∫
+∞

a
dxxf  сходится, то сходит-

ся и интеграл ( )∫
+∞

a
dxxf .  

В этом случае интеграл ( )∫
+∞

a
dxxf  называется абсолютно 

сходящимся. 

Пример 9. Исследовать на сходимость интеграл ∫
+∞

1
3

sin dx
x

x
. 
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◄ Подынтегральная функция – знакопеременная. Кроме 

того: 33
1sin
xx

x
≤  для всех [ )+∞∈ ,1x . Но интеграл ∫

+∞

1
3x

dx
 схо-

дится (см. пример 1). Тогда по теореме 1 сходится интеграл 

∫
+∞

1
3

sin dx
x

x
, сл–но, сходится и интеграл ∫

+∞

1
3

sin dx
x

x
.► 

10.3. Интегралы от неограниченных функций  
(несобственные интегралы II рода) 

Опр. 5. Пусть функция ( )xf  определена на промежутке 
[ )ba, , интегрируема на любом промежутке [ ]ε−ba, , принад-
лежащем промежутку [ )ba,  ( )0>ε , и неограничена в окрест-
ности точки b . Если существует конечный предел 

( )∫
−

+→

ε

ε

b

a
dxxflim

0
, то этот предел называется несобственным инте-

гралом от функции ( )xf  на промежутке [ )ba,  и обозначается 

( )∫
b

a
dxxf . 

Т.о. имеем: 

( )∫
b

a
dxxf = ( )∫

−

+→

ε

ε

b

a
dxxflim

0
.  (28) 

Если существует конечный предел ( )∫
−

+→

ε

ε

b

a
dxxflim

0
, то гово-

рят, что интеграл ( )∫
b

a
dxxf  сходится, в противном случае – рас-

ходится. 
Опр. 6. Если функция ( )xf  определена на промежутке 

( ]ba, , интегрируема на любом промежутке [ ]ba ,ε− , принад-
лежащем промежутку ( ]ba,  ( )0>ε , и неограничена в окрест-
ности точки a , то полагаем 
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( )∫
b

a
dxxf = ( )∫

++→

b

a
dxxf

εε
lim

0
.  (29) 

Опр. 7. Если функция ( )xf  определена на промежутках 
[ )ca,  и ( ]bc, , интегрируема на отрезках [ ]1, ε−ca  и [ ]bc ,2ε− , 
принадлежащих промежуткам [ )ca,  и ( ]bc,  соответствен-
но ( )0,0 21 >> εε , и неограничена в окрестности точки c , то 
полагаем 

( )∫
b

a
dxxf = ( ) ( )∫+∫

++→

−

+→

b

с

с

a
dxxfdxxf

22

1

1

limlim
00 εε

ε

ε
. 

Пример 10. ∫
−

1

0 1 x
dx

. 

◄ =−−=∫
−

=∫
−

−

+→

−

+→

ε

ε

ε

ε

1

00

1

00

1

0
1lim2

1
lim

1
x

x
dx

x
dx

 

                                                           ( ) 21lim2
0

=−−=
+→

ε
ε

.► 

Пример 11. ∫
−

1

1
2x

dx
. 

◄
1

010

1

201
20

1

1
2

22

1

122

1

1

1
lim

1
limlimlim

εε

ε

εεε

ε

ε xxx
dx

x
dx

x
dx

+→

−

−+→+→

−

−+→−
−−=∫+∫=∫ . 

Каждый из двух полученных пределов равен ∞ : 

∞=−
−

−+→

1

1 10

1
lim

ε

ε x
  и  ∞=−

+→

1

0
22

1
lim

εε x
. 

Сл–но, первый интеграл расходится на промежутке [ ]0,1− , 

а второй – на отрезке [ ]1,0 . Окончательно имеем: интеграл ∫
−

1

1
2x

dx
 

расходится на всем отрезке [ ]1,1− .► 
Замечание 6. Если функция ( )xf , определенная на отрезке 

[ ]ba, , имеет внутри этого отрезка конечное число точек разрыва 
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naaa ,,, 21 K , то интеграл от функции ( )xf  на отрезке [ ]ba,  
определяется следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( )∫++∫+∫=∫
b

a

a

a

a

a

b

a n

dxxfdxxfdxxfdxxf K
2

1

1
, 

если каждый из несобственных интегралов в правой части ра-
венства сходится. Если хотя бы один из этих интегралов расхо-

дится, то и ( )∫
b

a
dxxf называется расходящимся. 

Опр. 8. Если функция ( )xf  удовлетворяет условиям опре-
деления 7, то величина 

( ) ( ) ( )∫=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫+∫
+

−

+→

b

a

b

c

c

a
dxxfPVdxxfdxxf ..lim

0 ε

ε

ε
 

(если предел существует) называется главным значением несоб-

ственного интеграла ( )∫
b

a
dxxf  (см. определение 7; εεε == 21 ). 

Пример 12. Найти главное значение интеграла ∫
−

3

1 2x
dx

. 

◄

+−=∫
−

+∫
−

=∫
−

−

+→++→

−

+→

1

121

1

1

2

10

3

20

2

10

3

1
2lnlim2lim2lim2

ε

εεε

ε

ε
x

x
dx

x
dx

x
dx

 

( )
2

1

0
0

21

0
0

3

20
lnlimln1ln1lnlnlim2lnlim

2

1

2

1
22 ε

ε
εε

ε
ε

ε
εεε

+→
+→

+→
+→

−+→
=−+−=−+ x . 

Величина предела зависит от того, по какому закону стре-
мятся к нулю 1ε  и 2ε , следовательно, интеграл расходится. Ес-

ли же взять εεε == 21 , то 01ln
2

..
3

1
==∫

−x
dxPV .► 
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10.4. Признаки сходимости  
несобственных интегралов II рода 

Теорема 3. Пусть на отрезке [ )ba,  каждая из функций 
( )xf  и ( )xϕ  удовлетворяет условиям определения 5 и условию: 

( ) ( )xxf ϕ≤≤0 . Тогда 

1) из сходимости ( )∫
b

a
dxxϕ  следует сходимость интеграла 

( )∫
b

a
dxxf ; 

2) из расходимости ( )∫
b

a
dxxf  следует расходимость ин-

теграла ( )∫
b

a
dxxϕ . 

Теорема 4. Пусть на отрезке [ )ba,  функция ( )xf  удовле-
творяет условиям определения 5. Тогда из сходимости инте-

грала ( )∫
b

a
dxxf  следует сходимость интеграла ( )∫

b

a
dxxf .  

В этом случае интеграл ( )∫
b

a
dxxf  называется абсолютно 

сходящимся. 
Замечание 7. Аналогичные теоремы справедливы для 

функций, удовлетворяющих определению 6. 
Замечание 8. В качестве функций, с которыми удобно 

сравнивать функции, стоящие под знаком несобственного инте-

грала, часто берут 
( )αxс −

1
. Легко проверить, что 

( )∫
−

c

a xс
dx

α  

сходится при 1<α , расходится при 1≥α . Это же относится и 

к интегралам 
( )∫
−

c

a ax
dx

α . 
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Пример 13. ∫
−

1

0 31 x

xdx
. 

◄ Подынтегральная функция имеет разрыв в точке 1=x  
на промежутке [ )1,0 . Справедливы следующие неравенства: 

xx

xxxx
−

<
−

<<
1
1

1
,,1

3
3 . 

Интеграл ∫
−

1

0 1 x
dx

 сходится (по замеч. 8 при 1
2
1
<=α ). 

Тогда по теореме 3 сходится и интеграл ∫
−

1

0 31 x

xdx
.► 

10.5. Значения некоторых несобственных интегралов 
Гамма–функция )(xΓ : 

∫
+∞

−−=
0

1)( dttex xtΓ  – сходится при 0>x , 

0;)( >xΓ  )()1( xxx ΓΓ =+  при 0>x , 

π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1Γ ; ( ) 11 =Γ ; ∈=+ nnn ,!)1(Γ N , 

∫ =
1

0

21 dx
x

,  ∫
π

=
−

1

0
2 21

1 dx
x

, 

∫
+∞

=
1

2 11 dx
x

,  ∫
+∞

∞−

π=
+

dx
x21

1
, 

∫
+∞

− >
π

=
0

0,
2

22

a
a

dxe xa , ∫
+∞

>
π

=
0

0,
2

sin adx
x
ax

, 

∫
+∞

− >
+

=
0

22 0,sin a
na

nnxdxe ax . 
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ГЛАВА 3. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
(ФНП) 

§ 1. Понятие ФНП. Элементы топологии в nR  
Представление о функции нескольких переменных могут 

дать простые примеры. Площадь прямоугольника yxS ⋅= . 
Если длины сторон x  и  рассматривать как независимые пе-
ременные, то  – функция этих переменных. Площадь тре-

угольника 

y
S

ϕ= sin
2
1 xyS  ( x  и  – стороны треугольника, y ϕ  – 

угол между ними) можно рассматривать как функцию трех не-
зависимых переменных. 

Рассмотрим некоторое множество точек  D из плоскости 
RR ×=2R , и если каждой точке DM ∈ , имеющей координаты 

),( yx , в силу некоторого закона  приведено в соответствие 
число , то говорят, что на множестве

f
z   D задана функция двух 

переменных ).,( yxfz =  Множество  D называется областью 
определения функции ),( yxf .

Функцию ),( yxfz =  от двух переменных можно изобра-
зить в трехмерном пространстве, где задана прямоугольная де-
картова система координат OXYZ  в виде геометрического места 
точек , а область определения – на плоскости)),(,,( yxfyx  

.XOY
Пример 1. Геометрическим местом точек для функции 

221 yxz −−=  является верхняя половина шаровой поверх-
ности (рис. 3). Область определения находится, исходя из усло-
вия неотрицательности подкоренного выражения (рис. 4): 

{ }1:),( 22 ≤+= yxyxD  
(если граница области не включается, то изображается пунк-
тирной линией). 
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Не всегда удается изобразить график функции. Построение 

графиков упрощается с помощью линий уровня. 
Опр. 1. Линией уровня называется множество точек ,),( yx  в 

которых функция ),( yxfz =  принимает одинаковые значения. 
Пример 2. Построить линии уровня функции 

221 yxz −−= .

◄ Согласно определению линии уровня: Cyx =−− 221  

при , откуда . Это уравнение опреде-
ляет окружности радиуса  (

constC = 222 1 Cyx −=+
21 C− 1≤C ) с центром в начале 

координат (рис. 5). При 1=C  линия уровня вырождается в точку 
.► )0,0(O

 
ФНП, которую можно записать в виде ),...,( 1 nxxfz = , оп-

ределяется аналогично. 
При  это определение лишено наглядности изображе-

ния. При  область определения функции можно предста-
вить в пространстве. В этом случае вместо линий уровня вво-

3≥n
3=n
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дится понятие поверхностей уровня. Они точно так же могут 
вырождаться в какую–либо кривую или точку. 

Для определения дальнейших понятий ФНП необходимы 
некоторые сведения, связанные с геометрией на плоскости и в 
пространстве. Введем топологию в пространстве 2R  и по ана-
логии в nR .

Точки на плоскости 2R  обозначаются  ),( yxM или просто 
),,( yx  где x  и  y называются координатами точки M . Рас-

стояние между точками  и  определяется фор-
мулой 

),( 11 yx ),( 22 yx

2
22

2
1121 )()(),( yxyxMM −+−=ρ . 

Для удобства перехода к -мерному пространствуn  nR  
точки на плоскости 2R  можно обозначить , ),( 21 xxX где  и 

 будут называться координатами точки 
1x

2x X , а расстояние ме-
жду точками  и  будет определяться формулой ),( 21 xx )( 2,1 yy

2
22

2
1121 )()(),( yxyxXX −+−=ρ . 

В -мерном евклидовом пространствеn  nR  расстояние ме-
жду точками  и),...,( 1 nxx   ),...,( 1 nyy вычисляется аналогично: 

∑
=

−=ρ
n

k
kk yx

1

2)( . 

Опр. 2. Множество точек 2
21 ),( Rxx ∈ , координаты которых 

удовлетворяют неравенству 
220

22
20

11 )()( rxxxx <−+−  , )0( >r
называется открытым кругом радиуса r  с центром в точке 

. ),( 0
2

0
1 xx
Опр. 3. Любой открытый круг радиуса 0>δ  с центром в 

точке  называется ),( 0
2

0
1 xx δ - окрестностью этой точки. 

Опр. 4. Окрестностью точки  называется множество 
всех точек  таких, что 

""∞
),( 21 xx
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22
2

2
1 rxx >+ . 

Опр. 5. Множество точек n
n Rxx ∈),...,( 1 , для которых вы-

полняется неравенство 

∑
=

<−
n

k
kk rxx

1

20 )(  , )0( >r

называется -мерным открытым шаром радиусаn  r  c центром в 
точке . ),...,( 00

1 nxx
Опр. 6. Любой открытый -мерный шар радиуса n δ  с цен-

тром в точке  называется -мерной ),...,( 00
1 nxx n δ -окрестностью 

этой точки. 

 
Рис. 6 

Пусть  –D  некоторое множество точек пространства nR .  
Опр. 7. Точка DM ∈  называется внутренней точкой мно-

жества D , если существует δ -окрестность )(MUδ  точки M  
такая, что она полностью включается в множество :  

(на рисунке 6 это точки )

D DU ⊂δ

MMM ,, 10 . 
Опр. 8. Точка M  называется граничной точкой множества 

D , если в любой ее δ -окрестности содержатся как точки из 
множества D , так и точки, не принадлежащие множеству  (на 
рисунке 6 это точка )

D
2M . Совокупность граничных точек назы-

вается границей и обозначается D∂  или Γ , т.е. D∂=Γ . 
Опр. 9. Множество D  называется замкнутым, если 

, т.е. любая граничная точка включается в множествоDD ⊂∂   
(в пространстве 

D
3R  это шар). 
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Опр. 10. Множество D называется открытым, если все его 
точки внутренние (в пространстве 3R  это внутренность шара). 

Опр. 11. Множество  D называется связным, если любые его 
две точки можно соединить непрерывной кривой, принадлежа-
щей  (на рисунке 6 множество  связное).D D

Опр. 12. Связное открытое множество называется областью. 
Опр. 13. Множество  D   называется  ограниченным,  если 

существует такая δ -окрестность начала координат , что 
все точки множества

)0,0(O
  D принадлежат ей. 
§ 2. Предел функции 

Пусть функция ),( yxfz =  определена в некоторой δ -ок-
рестности точки  за исключением, быть может, самой 
этой точки. 

),( 00 yx

Опр. 1. Число A  называется пределом функции ),( yxfz =  
при стремлении точки  к точке , если для любого 

 существует такое 
),( yx ),( 00 yx

0>ε 0>δ , что из условия 

δ<−+−< 2
0

2
0 )()(0 yyxx  

следует ε<− Ayxf ),( . 
Предел функции обозначается так: 

),(lim
0
0

yxfA
yy
xx

→
→

= . 

Пример 1. Доказать, что функция 

22
22 1sin)(),(

yx
yxyxf

+
⋅+=  

имеет предел, равный нулю, в начале координат . )0,0(O
◄ Функция не определена в точке 00 =x , 00 =y , но имеет 

предел в этой точке. 
Зададим произвольное 0>ε . Тогда если 

, то по определению из того, что )0,0(),( δ∈UyxM

δ<+ 22 yx  следует 
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.1sin)(

0),(0,11sin

2
22

22

22
22

δ<
+

+=

=−⇒≥+≤
+

yx
yx

yxfyx
yx

 

Положив δ=ε , получаем необходимое неравенство.► 

Пример 2. Вычислить 
xy

xy

y
x

sinlim
2
0

→
→

. 

◄ Функция не определена на оси абсцисс, но в точке  
имеет предел. В самом деле, сделав замену 

)2;0(
xyz = , имеем 

1sinlimsinlim
0

2
0

==
→

→
→ z

z
xy

xy
z

y
x

.► 

Пример 3. Рассмотрим функцию 
yx

y

y
x −
→
→ 2

0
0

lim . Пусть точка 

),( yxM  стремится к  по параболе  где 
. Тогда 

)0,0(O ,2kxy =
constk =

k
k

kxx
kx

yx
y

−
=

−
=

− 122

2

2 , 

т.е. подходя к точке  по различным параболам)0,0(O   2kxy =
(для различных k ), получаем различные пределы. А это означает 
отсутствие предела.► 

Опр. 2. Пусть функция ),( yxfz =  определена в окрестности 
точки ""∞  )(∞RU . Число  A называется пределом функции 

 ),( yxfz = при ∞→yx, , если для любого 0>ε  существует 
такое , что из условия  0>δ

δ>+ 22 yx  

следует, что ε<− Ayxf ),( .



 136

Пример 4. Показать, что 0lim 22 =
+
+

∞→
∞→ yx

yx

y
x

. 

◄ Зададимся  произвольными n .0>ε  Если 

),(),( ∞∈ RUyxM  то δ>+ 22 yx  или  и 222 δ>+ yx

222
11
δ

<
+ yx

; далее, очевидно, что  или 222 yxxy +≤

,12
22 ≤

+ yx
xy

 поэтому 2222
1

)(
2

δ
<

+ yx
xy

 и, следовательно, 

.2
)(

210),( 22222 δ
<

+
+

+
=−

yx
xy

yx
yxf  

Положив ,2
ε

=δ получим необходимые неравенства.► 

Пример 5. Вычислить 22
22 1sin)(lim

yx
yx

y
x +

+
∞→
∞→

.  

◄ Введем полярные координаты ϕ=ϕ= sin,cos ryrx , 

тогда 2
2

22
22 1sin1sin)(

r
r

yx
yx =

+
+ .  

Из условия ,, ∞→yx  вытекает, что ∞→r  и 

1sinlim1sinlim 2
2 ==

∞→∞→ t
t

r
r

tr
. Здесь произвели замену переменной 

t
r 12 = , откуда если ∞→r , то ► .0→t

§ 3. Непрерывность функции 
Пусть функция ),( yxfz =  определена в некоторой δ -ок-

рестности точки , в том числе в самой точке ),( 00 yx ),( 00 yx . 
Опр. 1. Функция ),( yxfz =  называется непрерывной в 

точке ),( 00 yx , если предел функции ),( yxfz =  в точке 
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),( 00 yx  существует и равен значению функции в этой точке, т.е. 
),(),(lim 00

0
0

yxfyxf
yy
xx

=
→
→

.

Опр. 2. Функцию ),( yxfz = называют непрерывной на 
множестве , если она непрерывна в каждой точке этого мно-
жества. 

D

Условие непрерывности  в точке  можно 
записать в эквивалентной форме: 

),( yxf ),( 00 yx

),(),(lim 0000

0
0

yxfyyxxf
yy
xx

=++
→
→

ΔΔ . 

Можно ввести приращение zΔ  функции ),( yxfz = :  
),(),( yxfyyxxfz −++= ΔΔΔ .

Это означает, что условие непрерывности функции в точке 
 ),( yx эквивалентно выполнению равенства 

0lim
0
0

=
→
→

z
y
x

Δ
Δ
Δ

. 

Понятие предела и непрерывности для ФНП аналогичны 
соответствующим понятиям для функции одной переменной, 
поэтому основные теоремы для непрерывных функций одной 
переменной остаются справедливыми и для функции нескольких 
переменных, при этом роль отрезка играет замкнутое множество. 

Точка множества, в которой функция не является непре-
рывной, называется точкой разрыва функции. Точки разрыва 
могут быть изолированными, образовывать линии разрыва, по-
верхности разрыва (для ) и т.д. 3>n

Пример 1. Функция 1+++= yxxyz  непрерывна при 
любых значениях x  и y , т.е. в любой точке плоскости OXY . 
Действительно, преобразовав функцию  

)1)(1(1 ++=+++= yxyxxyz , 
найдем приращение функции 

,)1()1(
)1)(1()1)(1(

yxyxxy
yxyyxxz

ΔΔΔΔ
ΔΔΔ
++++=

=++−++++=
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сл-но, 0lim
0
0

=
→
→

z
y
x

Δ
Δ
Δ

. Т.о., функция 1+++= yxxyz  непрерывна 

на 2R .► 
Пример 2. Найти точки разрыва функции 

1
2),(

−
−+

==
xy

yxyxfz . 

◄ Заметим, что разрыв в точке , где ),( aa 1=a  можно уст-
ранить, положив  

1
1

2),( 11 =
+

= == aa a
aaf , 

т.е. точка  – точка устранимого разрыва. ► )1,1(
Пример 3. Найти точки разрыва функции 

44

22

yx
kxz
+

= . 

◄ Функция определена всюду, кроме точки . Рас-
смотрим значение  вдоль прямой

),( 00
z )( constkkxy == : 

4

2

444

24

1 k
k

kxx
kxz

+
=

+
= . 

Подходя к точке  по различным прямым, мы будем 
получать различные предельные значения, зависящие от k . Это 
значит, что функция не имеет предела в точке . Функцию 
нельзя доопределить в этой точке так, чтобы она стала непре-
рывной. Сл-но, эта точка является точкой неустранимого раз-
рыва. ► 

)0,0(

)0,0(

§ 4. Частные производные. Полный дифференциал 
Пусть функция ),( yxfz =  определена в некоторой δ -ок-

рестности точки ),( 00 yx . Если дать независимой переменной x  
приращение 0xxx −=Δ , то функция z  получит приращение, 
которое называют частным приращением функции z  по аргу-
менту x  и обозначают символом zxΔ , так что 
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),(),( yxfyxxfzx −+= ∆∆ . 
Аналогично определяется частное приращение z  по y : 

),(),( yxfyyxfzy −+= ∆∆ . 
Наконец, сообщив аргументу x  приращение 0xxx −=∆ , а 

аргументу y  – приращение 0yyy −=∆ , можно получить для z  
новое приращение z∆ , которое называется полным приращением 
функции z , определяемое формулой 

),(),( yxfyyxxfz −++= ∆∆∆ . 
Надо заметить, что, вообще говоря, полное приращение не 

равно сумме частных приращений, т.е. zzz yx ∆∆∆ +≠ . 
xyz =Например, для функции  имеем 

xyxyyxxzx ∆∆∆ ⋅=−+= )( , yxxyyyxzy ∆∆∆ ⋅=−+= )(  

.))(( yxyxxyxyyyxxz ∆∆∆∆∆∆∆ ⋅−⋅+⋅=−++=  
Аналогичным образом определяются частные и полное 

приращения функции любого числа переменных. 
Опр. 1. Частной производной по x  (по y ) от функции 

),( yxfz =  называется предел отношения частного приращения 
zx∆  по x  ( zy∆  по y ) к приращению x∆  ( y∆ ) при стремлении 

)( yx ∆∆  к нулю и обозначается одним из символов 









∂
∂

=′=′
∂
∂

=′=′
y
zyxzz

x
zyxzz yyxx ),(),( . 

Т.о., по определению, 

x
yxfyxxf

x
z

x
z

x
x

x ∆
∆

∆
∆

∆∆

),(),(limlim
00

−+
==

∂
∂

→→
, 

y
yxfyyxf

y
z

y
z

y

y

y ∆
∆

∆
∆

∆∆

),(),(limlim
00

−+
==

∂
∂

→→
. 

Как это видно, правила вычисления частных производных 
совпадают с правилами, указанными для функций одной пере-
менной, но  здесь  необходимо  помнить,  по  какой  переменной 
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ищется производная. При этом другая переменная полагается 
постоянной. 

Частные производные функции любого числа переменных 
определяются аналогично. 

Пример 1. Для функции 323),,( zyxyzzyxf −+=  найти 
),(),,(),,( yxfyxfyxf zyx ′′′ .

◄ yz
x
f
=

∂
∂

; yxz
y
f 6+=
∂
∂

; 23z
z
f

−=
∂
∂

.► 

Опр. 2. Функция ),( yxfz =  называется дифференцируе-
мой в точке 2),( Ryx ∈ , если ее полное приращение в этой точке 
может быть представлено в виде  

)(ρ+
∂
∂

+
∂
∂

= oy
y
zx

x
zz ΔΔΔ , 

где  

.),(),()(

;0)(lim;
0

22

yyxxyxo

oyx

ΔΔΔΔΔΔ

ΔΔ

⋅β+⋅α=ρ

=
ρ
ρ

+=ρ
→ρ  

Опр. 3. Главная часть приращения дифференцируемой 
функции, линейная относительно приращений аргументов, на-
зывается полным дифференциалом функции ),( yxfz =  и обо-
значается dz : 

.dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=  

Теорема 1 (необходимое условие дифференцируемости). 
Если функция ),( yxfz =  дифференцируема в точке  ),( yx то 
она непрерывна в этой точке и обладает частными производ-
ными по всем переменным. 

Теорема 2 (достаточное условие дифференцируемости). 
Если у функции ),( yxfz =  в некоторой δ -окрестности точки 

 существуют частные производные по всем переменным, 
которые непрерывны в точке

),( yx
 ,),( yx  то функция дифференци-

руема в этой точке. 
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Как и в случае функции одной переменной, дифференциал 
можно применить для приближенного вычисления значения 
ФНП:  

y
y

yxfx
x

yxfyxfyyxxf ΔΔΔΔ
∂

∂
+

∂
∂

+≈++
),(),(),(),(  

(с точностью до бесконечно малых высшего порядка относи-
тельно xΔ  и yΔ ). 

§ 5. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
Пусть поверхность задана уравнением 0),,( =zyxF . Пря-

мая называется касательной к поверхности в точке 
, если она является касательной к какой–либо кри-

вой, лежащей на поверхности и проходящей через точку .  
),,( 0000 zyxM

0M
Если в точке  все три производные 0M zyx FFF ′′′ ,,  равны 

нулю или хотя бы одна из них не существует, то точка  на-
зывается особой точкой поверхности. Если в точке  все три 
производные существуют и непрерывны, причем хотя бы одна из 
них отлична от нуля, то точка  называется обыкновенной 
точкой поверхности. Можно показать, что все касательные 
прямые к данной поверхности в ее обыкновенной точке лежат в 
одной плоскости, называемой касательной плоскостью к по-
верхности в точке  (в особых точках поверхности касатель-
ная плоскость может не существовать). 

0M

0M

0M

0M

Касательная плоскость перпендикулярна вектору нормали 

k
z
Fj

y
Fi

x
FN MMM

rrrr
⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
000

 и её уравнение имеет вид  

0)()()( 000 000
=−⋅′+−⋅′+−⋅′ zzFyyFxxF MzMyMx . 

Если уравнение поверхности задано в виде ),( yxfz = , то 
уравнение касательной плоскости примет вид: 

)()( 000 00
yyfxxfzz MyMx −⋅′+−⋅′=− . 
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Прямая, проведенная через точку ),,( 0000 zyxM  поверхно-
сти перпендикулярно касательной плоскости, называется нор-
малью к поверхности. Ее направление определяется вектором 
N

 и канонические уравнения примут вид:  

000

000

MzMyMx F

zz

F

yy

F

xx
′
−

=′
−

=′
−

, 

а если уравнение поверхности задано в виде ),( yxfz = , то  

1
000

00
−
−

=′
−

=′
− zz

f

yy

f

xx

MyMx

. 

Геометрический смысл частных производных 
Рассмотрим функцию ),( yxfz =  ( 0),,( =zyxF ). Прове-

дем через точку ),,( 0000 zyxP  плоскость 0xx = . В сечении ее 
поверхностью ),( yxfz =  (см. рис. 7) получим линию xL .  

 

 
Если дать приращение MNy =∆  переменной y  (при не-

изменном x ), функция получит приращение RSzy =∆ . Оче-

видно, предел β
∆
∆

∆
tglim

0
=

∂
∂

=
→ y

z
y
z

y
, где β  – угол, образуемый 

касательной 0PP  к кривой xL  в точке 0P  с положительным на-

Рис. 4.1 
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правлением оси OY . Аналогично, αtg=
∂
∂
x
z

, где α  – угол, об-

разуемый касательной к сечению поверхности ),( yxfz =  
плоскостью 0yy =  с положительным направлением оси OX .  

§ 6. Частные производные высших порядков 

Частные производные ),(' yxf
x
z

x=
∂
∂

 и ),(' yxf
y
z

y=
∂
∂

, во-

обще говоря, являются функциями переменных x  и y , поэтому 
можно поставить вопрос о нахождении от них производных. 

Опр. 1. Если у функции 
x
z
∂
∂

 (у функции 
y
z
∂
∂

) существует 

частная производная по переменной x  (по переменной y ), то ее 
называют частной производной второго порядка от функции 

),( yxfz =  по переменной x  (по переменной )y и обозначают 

2

2

x
zzxx ∂

∂
=′′  ( 2

2

y
zzyy ∂

∂
=′′ ). 

Таким образом, 
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. 

Опр. 2. Если существует частная производная от функции 

x
z
∂
∂

 (от функции 
y
z
∂
∂

) по переменной y  (по переменной x ), то 

эту производную называют смешанной частной производной 
второго порядка от функции ),( yxfz =  и обозначают симво-

лом 
yx
zzxy ∂∂

∂
=′′

2

 (
xy
zzyx ∂∂

∂
=′′

2

). 

Таким образом, 
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∂
∂

=
∂∂

∂
x
z
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z2

; 







∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
y
z

xxy
z2

. 
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Как это видно для функции от двух переменных , 
можно рассматривать четыре производных второго порядка. 

),( yxf

Производные второго порядка можно снова дифференци-
ровать как по x , так и по y . Получим частные производные 
третьего порядка. Их будет уже восемь: 

.,,,,,,, 3

3

2

33

2

3

2

33

2

3

3

3

y
z

xy
z

yxy
z

xy
z

yx
z

xyx
z

yx
z

x
z

∂
∂

∂∂
∂

∂∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

 

Вообще, частная производная -го порядка есть первая 
производная от производной (

n
1−n )-го порядка. Например, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
∂
∂

=
∂∂

∂
yx

z
xyx

z
2

3

3

4

. 

Естественно возникает вопрос, будут ли равны между собой 
частные производные, если они взяты по одним и тем же пере-
менным одно и то же число раз, но в разном порядке. Например, 
равны ли  и xxyz ′′′ yxxz ′′′  и zyxz ′′′ ? 

В общем случае скажем: если нарушается непрерывность в 
точке  у этих производных, то ответ на этот вопрос отри-
цательный. 

),( yx

Например, если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

≠+
+=

,0,0

,0,
),(

22
22

2

yx

yx
yx

xy
yxf

то 

;
)(

)(),( 222

222
'

yx
yxyyxfx +

−
=  ;

)(
2),( 222

3
'

yx
yxyxf y +

=  ; 022 ≠+ yx

;000lim)0,0()0,(lim)0,0(
00

' =
−

=
−

=
→→ xx

fxff
xxx ΔΔ

Δ
ΔΔ

 

.000lim)0,0(),0(lim)0,0(
00

' =
−

=
−

=
→→ yy

fyff
yyy ΔΔ

Δ
ΔΔ

 

Аналогично вычисляются смешанные производные: 
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;01lim)0,0(),0(lim)0,0(
0

''

0

'' ∞=
−

=
−

=
→→ yy

fyff
y

xx
yxy ΔΔ

Δ
ΔΔ

 

.000lim
)0,0()0,(

lim)0,0(
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''

0

'' =
−

=
−

=
→→ xx

fxf
f

x
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xyx ΔΔ
Δ

ΔΔ
 

Т.о., . )0,0()0,0( ''''
yxxy ff ≠

Теорема (о смешанных производных). Пусть функция 
),( yxfz =  определена вместе со своими частными производ-

ными yxxyyx zzzz ′′′′′′ ,,,  в некоторой -окрестности точки δ

),( 00 yx , причем yxxy zz ′′′′ ,  непрерывны в этой точке, тогда ре-
зультат дифференцирования не зависит от порядка диффе-
ренцирования. 

Например, если ,
x
yxyz +=  0≠x , то 

;11; 22 x
z

x
yyz xyx −=′′−=′  

;11;1
2x

z
x

xz yxy −=′′+=′  

как видно, yxxy zz ′′=′′ . 

§ 7. Дифференцирование функции 
Дифференцирование суммы, произведения, частного функ-

ции нескольких переменных производится по обычным прави-
лам дифференцирования. 

Полный дифференциал сложной функции 
Если у функции ),( yxfz =  каждая переменная в свою 

очередь является функцией одной или нескольких независимых 
переменных, то полный дифференциал этой сложной функции 
вычисляется по той же формуле, что и для функции независимых 
переменных 

dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

= . 
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В этом проявляется инвариантность формы первого диф-
ференциала. 

Дифференциал высшего порядка 
функции нескольких независимых переменных 

Пусть функция ),( yxfz =  имеет вторые непрерывные ча-
стные производные. Второй дифференциал от нее определяется 
равенством 

)(2 dzdzd =  
при этом дифференциалы dx , dy  рассматриваются как незави-
сящие от x  и  и дифференциал -го порядка функции y 2 z  вы-
числяется по формуле  

2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

= . 

Для функции большего числа переменных ),....,( 1 nxxfz =  
с использованием сокращенного обозначения символа сумми-
рования получим следующую формулу 

∑∑
= = ∂∂

∂
=

n

j

n

i
ji

ji

dxdx
xx
zzd

1 1

2
2 . 

Так как jiij zz ′′=′′ , то второй дифференциал от нее представ-
ляет собой квадратичную форму относительно независимых 
дифференциалов .,1: nkdxk =   

Для дифференциала -го порядка функции двух незави-
симых переменных 

n
),( yxfz =  при наличии соответствующих 

производных справедлива следующая символическая формула: 

z
y

dy
x

dxzd
n

n
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= , 

которая формально развертывается по биномиальному закону. 
Вообще, дифференциал произвольного порядка от функции z  
для независимых дифференциалов nkdxk ,1: =  определяется по 
индукции при помощи рекуррентного соотношения 
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),( 1zddzd kk −=  
где  1,, −kk ddd берутся для независимых дифференциалов kdx , 
которые к тому же рассматриваются при вычислениях как по-
стоянные. В многомерном случае имеет место аналогичная сим-
волическая формула 

z
x

dxzd
mn

i i
i

m
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= ∑
=1

. 

Дифференциал высшего порядка ФНП 
Если ),( yxfz = , где аргументы есть функции одной пе-

ременной или нескольких зависимых переменных, то при нали-
чии соответствующих производных для дифференциала 2-го 
порядка справедлива формула 

.2 222
2

22
2
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2
2 yd

y
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zdxdy
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zzd
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∂
+

∂
∂

=  

Если , то этой формуле можно придать сле-
дующую символическую форму: 

),...,( 1 nxxfz =

∑∑ ∑
= = = ∂

∂
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∂∂
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=
n
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n

i

n

i
i

i
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x
zdxdx
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zzd

1 1 1

2
2

2 . 

Вычисление дифференциалов более высоких порядков через 
зависимые переменные  kx производится подобным образом 
последовательно, учитывая рекуррентное соотношение  

)(1 dzdzd nn −= , 
основные правила дифференцирования и зависимость произ-
водных от аргументов. 

Производная сложной функции 
одной независимой переменной 

Если  есть дифференцируемая функции аргу-
ментов 

),( yxfz =
x  и y , которые в свою очередь являются дифференци-

руемыми функциями независимой переменной : t
),(),( tytx φϕ ==  

то имеет место формула 
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dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz

⋅
∂
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+⋅
∂
∂

= . 

В частности, если xt = , то «полная» производная функции 
z  по x  равна 

dx
dy

y
z

x
z

dx
dz

⋅
∂
∂

+
∂
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= . 

Пример 1. xyz = ; ;
2

12 +
=

tx  . ty ln= ?=
dt
dz  

◄ .
2

1ln1 2

t
ttt

t
xty
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dz +
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Пример 2. ;arctg
x
yz =   .xey = ?=

dx
dz
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Производная сложной функции 
нескольких независимых переменных 

Если ,),( yxfz =  где ),( vux ϕ= , ),( vuy φ=  есть диффе-
ренцируемые функции,  –vu,  независимые переменные, то ча-
стные производные выражаются так: 
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В частности, если yx = , то , где )(xfz = ),( vux ϕ=  и 
частные производные равны 
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Пример 3. ;22 yxz +=  ;sin vux =  vuy cos= . 
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Пример 4. ;
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Производная неявной функции 
Если уравнение 0),,( =zyxF  определяет z  как функцию 

независимых переменных x  и y , где ),,( zyxF  – дифферен-
цируемая функция всех своих переменных 0),,( ≠′ zyxFz , то 
частные производные этой неявно заданной функции находятся 
по формулам  

;
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. 

Если 0),( =yxF , то неявная функция имеет только одну 
независимую переменную и её производная равна 

),(
),(

yxF
yxF

dx
dy

y

x

′
′

−= . 
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Пример 5. 0sincos =⋅− yxez . ?? =
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Пример 6. 0=−+ xyxy . ?=
dx
dy
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Производные высших порядков 
сложных и неявных функций 

Частные производные высших порядков сложных и неявных 
функций вычисляются дифференцированием формул, опреде-
ляющих производные, порядок которых ниже на единицу. Ска-
жем, чтобы найти вторую производную от функции ),( yxf , 
например, xxf ′′ , нужно продифференцировать по  x частным об-
разом выражение ранее определенной первой производной xf ′ , 
помня при этом, что фигурирующая в нем функция f  зависит 
от x , т.е. следует применить правило дифференцирования 
сложной функции. 

В результате выражение для xxf ′′  может содержать произ-
водную xf ′ . Последнюю следует заменить уже найденным для 
нее значением. 

Пример 7. .12
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◄ Введем обозначение: 1),,( 2
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Тогда 
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Далее, определим вторые производные 
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§ 8. Производная по направлению. 
Поверхности и линии уровня. Градиент скалярного поля  
Если в каждой точке области  пространстваD  nR  опреде-

лено значение некоторой величины, то говорят, что задано поле 
данной величины. 

Поле называется скалярным, если рассматриваемая вели-
чина есть числовая функция. 

Примерами скалярных полей являются: поле электрического 
потенциала, давление в атмосфере, поле температур и другие. 

Если в пространстве nR  введена декартова система коор-
динат, то скалярное поле можно задать функцией 

),,( zyxfU = . 
Геометрической характеристикой скалярного поля служат 

поверхности уровня – геометрические места точек, в которых 
скалярная функция поля принимает одно и то же значение. 

Поверхности уровня данного скалярного поля определяются 
уравнением. 

constCzyxf ==),,( . 
Пример 1. Найти поверхности уровня скалярного поля 
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.arcsin
22 yx

zU
+

=  

◄ Область определения данного скалярного поля находится 
из неравенства 

1
22
≤

+ yx
z

, т.е. .1 222
22

2

yxz
yx

z
+≤⇒≤

+
 

Неравенство показывает, что поле определено вне кругового 
конуса  и на нем самом, кроме его вершины . 
Поверхности уровня определяются уравнением 

222 yxz += )0,0(O

22 yx
z
+

, где ,
2

0
2

π
≤≤

π
−  т.е 

C
yx

z sin
22
=

+
 или  .sin)( 2222 Cyxz ⋅+=

Это есть семейство круговых конусов, расположенных вне 
конуса, с общей осью симметрии  OZ с общей вершиной 

, в которой данное поле не определено, причем сам 
конус также входит в это семейство.► 

)0,0,0(O

Опр. 1. Скалярное поле называется плоским, если сущест-
вует декартова система координат, в которой поле задается чи-
словой функцией от ( 1−n ) переменных. 

Для 3R  это будет ),,( zyxfU = . 
Геометрической характеристикой плоских скалярных полей 

служат линии уровня — геометрические места точек, в которых 
скалярная функция имеет одно и то же значение. 

Линии уровня определяются уравнением Cyxf =),( , где 
 .constC =

Пример 2. Написать уравнение линии уровня скалярного 
поля U , проходящей через точку )1;2( −M , если поле задано 
неявно уравнением 

0ln =+ yux . 
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◄ Линии уровня данного скалярного поля определяются 
уравнением 

0ln =+ yCx , или .lnCxy −=
Учитывая тот факт, что 1−=y , при 2=x  найдем: 

5,0ln =C . 
Следовательно, уравнение линии уровня запишется в виде 

► .5,0 xy =
Производная от функции по данному направлению 
Пусть скалярное поле )(Mfu =  определено в области 

nRD∈ .
Зафиксируем точку DM ∈0  и выберем некоторое направ-

ление, определяемое вектором l
r

; если существует предел 

,lim
0 l

u
l
u

l Δ
Δ

Δ →
=

∂
∂
r  то его называют производной функции )(Mfu =  

по данному направлению l
r

 в заданной точке , где 0M

),()( 0MfMfu −=Δ  lMMMMl
r

||, 00=Δ . 

Пусть в пространстве 3R  введена декартова система коор-
динат, тогда ),,()( zyxfMf = . Пусть функция ),,( zyxfu =  
дифференцируема в точке . 0M Производную функции 

),,( zyxfu =  в точке 0M  по направлению вектора ),,( zyx llll =
r

 
вычисляют по формуле 

γβα coscoscos
0000

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂

MMMM z
u

y
u

x
u

l
u

, 

где 
l
l

l
l

l
l zyx rrr === γβα cos,cos,cos  – направляющие косинусы 

вектора . l
r
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Пример 3. Вычислить производную скалярного поля 
)ln( 22 yxz +=  в точке )2;1(0M  параболы xy 42 =  по направ-

лению кривой (в направлении возрастания абсцисс). 
◄ Пусть касательная к кривой в точке  0M  образует с осью 

OX  угол α : 

4
11tg

1
1

παα =⇒==′=
=

=
x

x x
y . 

Тогда ;
2

1cos =α  

;
2

1sin)
2

cos(cos ==−= ααπβ  

;
5
22

2
1

22
0

=
+

=
∂
∂

=
=

y
xM yx

x
x
u

 .
5
42

2
1

22
0

=
+

=
∂
∂

=
=

y
xM yx

y
y
u

 

Производная по направлению для плоского скалярного поля 
будет равна 

2
5
3

2
1

5
4

2
1

5
2coscos

000

=⋅+⋅=⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂ βα

MMM y
u

x
u

l
u

.► 

Градиент скалярного поля 
Опр. 2. Градиентом скалярного поля )(Mfu =  в данной 

точке 0M  называется вектор 

.grad
000

0
k

z
uj

y
ui

x
uu

MMM
M


⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=  

Градиент и производная по направлению связаны формулой 

),(grad lG
l
uu


⋅=

∂
∂
⋅  

где uG grad=


; 







⋅⋅⋅=⋅
∧

lGlGlG


cos)( . 
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Замечание 1. uGrad  по величине и направлению дает 
наибольшую скорость изменения функции ),,( zyxfu = . 

Замечание 2. uGrad  в данной точке ),,( 0000 zyxM  на-
правлен по нормали к поверхности уровня, проходящей через 
точку 0M . 

§ 9. Экстремум функции нескольких переменных 
9.1. Локальный экстремум 

Пусть функция ),...,( 1 nxxfz =  определена в некоторой 

δ -окрестности точки ),...,( 00
10 nxxM . Говорят, что функция 

),...,( 1 nxxfz =  имеет в точке ),...,( 00
10 nxxM  локальный макси-

мум (минимум), если существует такая ε -окрестность εU  точки 

);,...,( 00
10 nxxM  ,δε <  что для любой точки 

),...,(),...,( 00
11 nn xxUxxM ε∈  выполняется неравенство  

),...,(),...,( 00
11 nn xxfxxf ≤   )),...,(),...,(( 00

11 nn xxfxxf ≥ . 
Локальный максимум и локальный минимум объединяются 

общим названием локальный экстремум. 
Необходимое условие локального экстремума 

Теорема 1. Если функция ),...,( 1 nxxfz =  в точке 

),...,( 00
10 nxxM  имеет локальный экстремум и в этой точке су-

ществуют частные производные 1-го порядка по всем пере-
менным, то все эти частные производные равны нулю: 

),1(,0 nif
ix ==′ . 

Если функция ),...,( 1 nxxfz =  дифференцируема в точке 

),...,( 00
10 nxxM , то соотношение 0),...,( 1 =nxxdf  также является 

необходимым условием локального экстремума. 
Точки, в которых выполняются эти равенства, называются 

стационарными. Функция может принимать локальный экстре-
мум  только  в  стационарных точках или в точках,  в  которых  ча- 
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стные производные первого порядка не существуют. Все такие 
точки называют критическими. 

Достаточное условие локального экстремума 
Теорема 2. Пусть в некоторой окрестности стационарной 

точки ),...,( 00
10 nxxM  функция ),...,( 1 nxxfz =  дважды диффе-

ренцируемая и все частные производные второго порядка 
),1,(, njifa

ji xxij =′′=  непрерывны в точке ),...,( 00
10 nxxM . 

Если в этой точке второй дифференциал ),...,( 00
1

2
nxxfd  

представляет собой знакоопределенную квадратичную форму 
от дифференциалов ndxdx ,...,1  независимых переменных, то в 

точке ),...,( 00
10 nxxM  функция ),...,( 1 nxxfz =  имеет локальный 

экстремум. При этом если 0),...,( 00
1

2 >nxxfd  

)0),...,(( 00
1

2 <nxxfd  и 0... 22
1 >++ ndxdx , то в этой точке 

),...,( 00
10 nxxM  функция ),...,( 1 nxxfz =  имеет локальный мини-

мум (максимум). Этот случай соответствует условию: 
nkk

k
k ,1);0)1((,0 =>∆−>∆ .  

Здесь 

kkkk

k

k

k

aaa

aaa
aaa









21

22221

11211

=∆  – минор k -го порядка. 

Если в точке 0M  второй дифференциал представляет со-
бой не строгую определенную квадратичную форму, т.е. 

0),...,( 00
1

2 ≥nxxfd  или 0),...,( 00
1

2 ≤nxxfd , что соответствует 

условию: 0≥∆k  или 0)1( ≥∆− k
k , и имеется m , при котором 

0=∆m , то требуется дальнейшее исследование, и вопрос о 

существовании экстремума в точке ),...,( 00
10 nxxM  решается с 

помощью приращений функции в окрестности критической 
точки. 
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Во всех остальных случаях в точке 0M  заведомо нет экс-
тремума. 

Пример 1. Исследовать на локальный экстремум функцию 
xyyxyxf 3),( 33 −+= . 

◄ Область определения данной функции – вся плос-
кость OXY . Определим, в каких точках области определения 
данной функции выполняются необходимые условия существо-
вания экстремума. Частные производные функции: 

xyfyxf yx 33,33 22 −=′−=′ . 
Для определения координат стационарных точек функции 

составляем систему уравнений 





=
=

⇒






=−

=−
,0
,0

,033
,033

1

1
2

2

y
x

xy
yx

 или 




=
=

.1
,1

2

2

y
x

 

Отсюда )0,0(1M  и )1,1(2M  – стационарные точки. Прове-
рим выполнение достаточных условий существования экстре-
мума в точках 21,MM , т.е. знакоопределенность второго диф-
ференциала 

222 2),( dyfdxdyfdxfyxfd yyxyxxM ′′+′′+′′= , 
который представлен квадратичной формой от дифференциалов 

dydx, . 
Вторые частные производные данной функции: 

yffxf yyxx 6,3,6 '''''' =−== . 

Рассмотрим точку ).0,0(1M  Поскольку  

,006)0,0(

;3)0,0(;006)0,0(

22

1211

=⋅=′′=

−=′′==⋅=′′=

yy

xyxx

fa
fafa

 

то 09
03
30

;0 21 <−=
−

−
== ∆∆  – этот случай соответствует 

третьему условию. Сл–но, точка )0,0(1M  не является экстре-
мальной. 



 158

В точке )1,1(2M  найдем значения частных производных: 

,616)1,1(

;3)1,1(;616)1,1(

22

1211

=⋅=′′=

−=′′==⋅=′′=

yy

xyxx

fa

fafa
 

отсюда 027
63
36

;06 21 >=
−

−
=>= ΔΔ , т.е. выполняется 

первое условие. Сл–но,  – точка минимума функции, 
причем 

)1,1(2M

1)1,1( min −== ff .► 
Пример 2. Исследовать на экстремум функцию 

. 2)12( −−= yxz
◄ Необходимые условия существования экстремума вы-

полняются в тех точках области определения данной функции, 
координаты которых удовлетворяют системе уравнений 

⎩
⎨
⎧

=′
=′

,0
,0

y

x

z
z

 т.е.  
⎩
⎨
⎧

=++−
=−−

.0)12(4
,0)12(2

yx
yx

Отсюда, геометрическое место критических точек есть 
прямая ,012 =−− yx  .8,4,2 221211 =−== aaa  Так как 

0,2 21 == ΔΔ  во всех точках прямой 012 =−− yx , то нужно 
исследовать функцию на экстремум, исходя из определения. 

Определим знак приращения функции  в 
точках найденной прямой: 

2)12( −−= yxz

[ ]
.)2()2()12(2
)12()2()12(

)12()122(

2

22

22

yxyxyx
yxyxyx

yxyyxxz

Δ−Δ+Δ−Δ⋅−−=

=−−−Δ−Δ−−−=

=−−−−Δ−−Δ+=Δ

Поскольку 012 =−− yx , то . 2)2( yxz Δ−Δ=Δ
Так как , то в точках прямой 0≥Δz 012 =−− yx  (а не в 

одной точке) функция  имеет нестрогий мини-
мум.► 

2)12( −−= yxz
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9.2. Условный экстремум 
Опр. Функция ),...,( 1 nxxfz =  имеет условный максимум 

(условный минимум) в точке , если существует та-
кая окрестность точки

),...,( 00
10 nxxM

 ,0M  для всех точек M  которой 

),...,(),...,( 00
11 nn xxfxxf ≠  удовлетворяющих уравнениям связи 

,0),...,( 1 =nk xxϕ  где nmmk <= ;,1 , 
выполняется неравенство 

),...,(),...,( 1
00

1 nn xxfxxf > .

(соответственно ). ),...,(),...,( 1
00

1 nn xxfxxf <
Задача нахождения условного экстремума сводится к ис-

следованию на обычный экстремум функции Лагранжа: 

∑
=

+=
m

k
nkknmn xxxxfxxF

1
1111 );,...,(),...,(),...,,,...,( ϕλλλ  

постоянные  называются множителями Лагранжа. kλ

При этом знак второго дифференциала  Fd 2 в стационарной 
точке  определяет характер экстремума при усло-
вии, что дифференциалы

),...,( 00
10 nxxM

  ndxdxdx ,...,, 21 связаны соотношения-
ми 

∑
=

=
∂n

i
i

i

nk dx
dx

xx
1

00
1 ,0),...,(ϕ  

где mk ,1=  при  .0... 22
2

2
1 ≠+++ ndxdxdx

Пример 3. Исследовать на экстремум функцию 

,1 22 yxz −−=  если переменные x и y  связаны уравнением 
01=−+ yx .

◄ 1 способ. Графиком функции 221 yxz −−=  служит 
верхняя часть сферы. Эта функция имеет максимум в начале 
координат, 1)0,0(max =z , если уравнение прямой AB  есть 

 то геометрически ясно, что для точек этой прямой ,01=−+ yx
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наибольшее значение 
функции достигается в 
точке P , лежащей посе-
редине между A  и B . 

Точка 







2
1,

2
1P  – точка 

условного экстремума 
(максимума) функции 

221 yxz −−=  на дан-
ной прямой, а ей соответствует точка 1M  на полусфере, аппли-

ката которой .
2

1
2
1,

2
1

=





z  

2-й способ. Решим эту задачу через функцию Лагранжа 

( ) ( )11,, 22 −++−−= yxyxyxF λλ  
и исследуем ее на безусловный экстремум. 

Стационарные точки функции ( )λ,, yxF  определяются из 
системы уравнений 















=

=

=

⇒
















=−+=′

=+
−−

−
=′

=+
−−

−
=′

,
2

1

,
2
1

,
2
1

,01

,0
1

,0
1

0

0

22

22

λ

λ

λ

λ

y

x

yxF
yx

yF

yx
xF

y

x

 

т.е. условный экстремум исследуемой функции совпадает с без-
условным экстремумом функции ( )λ,, yxF . 

Проверим выполнение достаточных условий существования 
экстремума. С этой целью найдем второй дифференциал функ-
ции Лагранжа и выясним его знак в стационарной точке 









2
1,

2
1P  при условии 01=−+ yx . 
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=′′+′′+′′+′′+′′+′′= λλλ λλλλ ddyFddxFdydxFdFdyFdxFFd yxxyyyxx 2222222  

( ) ( )
+⋅+

−−

−
+

−−

−
= 22

22

2
2

22

2
0

1

1

1

1
2
3

2
3 λddy

yx

xdx
yx

y
 

( )
λλ ddyddxdydx

yx

xy
⋅⋅+⋅⋅+

−−

−
⋅+ 1212

1
2

2
3

22
. 

Продифференцируем условие связи 01=−+ yx  и получим: 
dydxdydxyx −=⇒=+⇒=−+ 001 . 

Подставим найденную зависимость между дифференциа-
лами dx  и dy  во второй дифференциал функции Лагранжа: 

( )
( )⇒−⋅+⋅

−−

−−+−
= 22

1

211 2

22

22
2

2
3 λddxdx

yx

xyxyFd  

( )
( )

2

22

2
2

2
3

1

2 dx
yx

yxFd ⋅
−−

−−
=⇒ . 

Выясним знак найденного второго дифференциала функции 

Лагранжа в стационарной точке 







2
1,

2
1P : 

( ) ( )
( ) ( )( )

04
1

2 22

2
2
12

2
1

2
2
1

2
1

2

2
3 <−=⋅

−−

−−
= dxdxPFd , 

т.е. точка 







2
1,

2
1P  является точкой максимума функции 

( )λ,, yxF ,  сл–но, точкой условного максимума функции 

( )yxz , , причем 
2

1
2
1,

2
1

=





z .► 

9.3. Задачи на наибольшее и наименьшее значения функции 
Если функция ),...,( 1 nxxfz =  определена и непрерывна в 

некоторой ограниченной и замкнутой области D  и за исключе-
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нием, быть может, отдельных точек имеет в этой области ко-
нечные частные производные, то в этой области найдется точка 

),...,( 00
1 nxx , в которой функция получает наибольшее и наи-

меньшее из всех значений. 
Для того, чтобы найти наибольшее или наименьшее значе-

ние функции в замкнутой области, нужно найти все критические 
точки внутри этой области, а также критические точки функции 
на границе области. Наибольшее из всех этих чисел и будет 
наибольшим значением, а наименьшее – наименьшим. 

В задачах на отыскание наибольшего и наименьшего зна-
чений функции в замкнутой области приходится находить экс-
тремальные значения функции на границе этой области, т.е. на 
некоторой линии, решая задачу исследования функции на ус-
ловный экстремум. 

Приведем план решения задач на отыскание наибольшего и 
наименьшего значения ФНП ( )yxz ,  в замкнутой области 

XOYD ⊂ . 
1) Найти критические точки функции ( )yxz ,  внутри за-

данной области D , т.е. найти такие решения ( )00 , yx  системы 





=′
=′

,0
,0

y

x

z
z

 которые принадлежат внутренней части области D . 

2) Найти критические точки функции ( )yxz ,  на границе 
области D . Если выяснять этот вопрос с помощью функции 
Лагранжа ( ) ( ) ( )yxyxzyxF D ,,,, ϕλλ += , где ( )yxD ,ϕ  – гра-
ница области D , то необходимо найти решения следующей 
системы: 









=′
=′
=′

.0
,0
,0

λF
F
F

y

x

 

3) Найти «угловые» точки области D . 
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4) Найти значения функции ( )yxz ,  в найденных (п.1–3) 
точках и выбрать среди этих значений наибольшее 

( )
( )yxz

Dyx
,max

, ∈
 

и наименьшее 
( )

( )yxz
Dyx

,min
, ∈

. 

Пример 4. Найти наименьшее и наибольшее значения 
функции ( ) ( )yxxyyxz −−= 1,  в области 2: ≤+ yxD , 0≥x , 

0≥y  (исследование на границе провести методом Лагранжа). 
◄ Преобразуем функцию: ( ) 22, xyyxxyyxz −−= . Изо-

бразим заданную область D , на которую будем наносить все 
найденные точки. 

D
M4

M5

A

B
O

X

Y

 
1) Найдем критические точки функции ( )yxz ,  внутри об-

ласти D : 
( )
( )




=−−
=−−

⇒






=−−=′
=−−=′

.021
,021

02
,02

2

2

yxx
yxy

xyxxz
yxyyz

y

x  

Решив последнюю систему, получим точки ( )0,01M , 

( )1,02M , ( )0,13M , 







3
1,

3
1

4M , но только последняя точка лежит 

внутри области D , причем ( )
27
1

3
1,

3
1

4 =





= zMz . 

2) Найдем критические точки функции ( )yxz ,  на границе 
области D . 
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а) Граница 2=+ yx  или 02: =−+ yxϕ . Критические 
точки найдем, используя функцию Лагранжа: 

( ) ( ) ( ) ( )2,,,, 22 −++−−=+= yxxyyxxyyxyxzyxF λϕλλ . 









=
=
=

⇒








=−+=′
=+−−=′
=+−−=′

.3
,1
,1

02
,02
,02

2

2

λ
λ
λ

λ

y
x

yxF
xyxxF
yxyyF

y

x

 

Значит, получили точку ( )1,15M  на границе 
02: =−+ yxϕ , причем ( ) ( ) 11,15 −== zMz . 

б) Граница 0=x , на ней ( ) ( ) 0,0, ≡= yzyxz . 
в) Граница 0=y , на ней ( ) ( ) 00,, ≡= xzyxz . 
3) Найдем угловые точки области D : 
( )2,0A , причем ( ) ( ) 02,0 == zAz , 
( )0,2B , причем ( ) ( ) 00,2 == zBz , 
( )0,0O , причем ( ) ( ) 00,0 == zOz . 

4) Из всех найденных в п. 1 – 3 значений функции ( )yxz ,  
выберем наибольшее и наименьшее: 

( )
( )

27
1

3
1,

3
1,max

,
=






=

∈
zyxz

Dyx
, 
( )

( ) ( ) 11,1,min
,

−==
∈

zyxz
Dyx

. ► 
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ГЛАВА 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

В приложениях математики к техническим наукам диффе-
ренциальные уравнения занимают особо важное место. Многие 
прикладные процессы с их помощью описываются проще и 
полнее. 

Они дают возможность решать многие вопросы общетехни-
ческих и специальных прикладных дисциплин: физики, теоре-
тической механики, электротехники, радиотехники, сопротив-
ления материалов, гидравлики, теории машин и механизмов, 
химии, технологии производств, финансово-экономических дис-
циплин и др. – и часто сами возникают при решении этих про-
блем. 

§ 1. Обыкновенные дифференциальные уравнения 
первого порядка 

1.1. Общие понятия 
Опр. 1. Обыкновенным дифференциальным уравнением 

(ОДУ) первого порядка называется уравнение вида 
0),,( =′yyxF ,   (1) 

где x  – независимая переменная; y  – искомая функция этой 
переменной; y′  – производная от y  по x ;  – заданная функ-
ция своих аргументов. 

F

Опр. 2. Непрерывно дифференцируемая на некотором ин-
тервале )(),( +∞<<<−∞ baba  функция )(xyy = , которая 
при подстановке в уравнение (1) обращает его в тождество по x  
на , называется решением этого уравнения. ),( ba

График решения )(xyy =  ОДУ (1) есть его интегральная 
кривая. 

Если уравнение (1) удается записать в виде 
),( yxfy =′ , (2) 

то последнее называют ОДУ, разрешенным относительно про-
изводной. В настоящем учебном пособии рассматриваются, как 
правило, именно такие уравнения. 

Часть D  плоскости OXY , в которой функция ),( yxf  не-
прерывна, называется областью задания ОДУ (2). 
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Опр. 3. Задачей Коши для уравнения (2) называется задача 
отыскания решения )(xyy =  этого уравнения, удовлетворяю-
щего условию: 

Dyxyxy ∈= ),(,)( 0000 . 
Условие (3) — начальное условие, а числа 

(3) 

00 yx ,  – началь-
ные данные задачи Коши (2) – (3). 

Геометрическая интерпретация задачи Коши – найти инте-
гральную кривую ОДУ (2), проходящую через точку 

Dyx ∈),( 00 . 
Говорят, что решение задачи Коши для уравнения (2) с на-

чальным условием (3) единственно, если существует такая ок-
рестность точки 0x , что 

1) в этой окрестности определено решение с начальными 
данными 00, yx ; 

2) не существует другого решения с начальными данными 
00, yx  определенного в той же окрестности. 
Имеет место следующая теорема существования и единст-

венности решения задачи Коши (2) – (3). 
Теорема. Если в области D  плоскости OXY  функция 

),( yxf  и ее частная производная 
y
f
∂
∂

 непрерывны по совокуп-

ности аргументов, то существует единственное решение 
)(xyy =  уравнения (2), удовлетворяющее начальному условию 

0
0

yy
xx
=

=
, ( ) Dyx ∈00 , . 

Пусть D  есть область в плоскости OXY , через каждую 
точку которой проходит одна и только одна интегральная кри-
вая ОДУ (2). В дальнейшем такую область условимся называть 
областью существования и единственности решения задачи Ко-
ши или, более кратко, областью существования и единственно-
сти рассматриваемого уравнения. 

Опр. 4. Функция 
( )Cxy ,ϕ= ,    (4) 
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определенная в некоторой области изменения переменных x  и 
 и непрерывно дифференцируемая по C x , называется общим 

решением уравнения (2) в области D , если  
1) равенство (4) разрешимо в D  относительно C : 

( )yxC ,ψ= ,    (5) 
2) функция (4) является решением ОДУ (2) при всех значе-

ниях , определяемых формулой (5), когда точка C ( )yx,  пробе-
гает область D . 

Переменная C  в (4) называется произвольной постоянной 
(константой). 

Опр. 5. Равенство ( ) 0,, =CyxФ , неявно задающее общее 
решение, называется общим интегралом ОДУ (2). 

Решение ( )xyy =  уравнения (2) называется частным, если 
в каждой точке соответствующей ему интегральной кривой со-
храняется единственность решения задачи Коши. Через каждую 
точку ( 00 , yx ) такой кривой проходит единственная интеграль-
ная кривая уравнения (2). 

Опр. 6. Решение ( )0,Cxy ϕ= , получающееся из общего 
решения (4) фиксированием произвольной константы , есть C
частное решение. 

Опр. 7. Говорят, что решение ( )xyy =  уравнения (2) осо-
бое, если в каждой точке соответствующей ему интегральной 
кривой нарушается единственность решения задачи Коши. 

Если функция ( )yxf ,  в правой части ОДУ (2) непрерывна 
по ,x  y  и имеет частную производную по y  (ограниченную 
или нет), то особыми решениями могут быть только те кривые, 
во всех точках которых 

∞=
∂
∂
y
f

. 

Если в некоторых точках плоскости OXY  функция ( )yxf ,  
обращается в бесконечность, то в окрестности таких точек рас-
сматривают перевернутое по отношению к (2) уравнение 
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( )yxfdy
dx

,
1

= ,    (6) 

в котором считают x  функцией от y . Совокупность таких то-
чек присоединяют к области задания уравнения (2), а решения 

 уравнения (6) – к решениям ОДУ (2). ( )yxx =
Уравнениям (2) и (6) равносильно ОДУ первого порядка в 

дифференциальной форме вида 
( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM . (7) 

Оно не задано в тех точках ( )yx, , где непрерывные функ-
ции M  и N  обращаются в нуль одновременно. В уравнение (7) 
переменные x  и y  входят равноправно. При решении конкрет-
ных уравнений вида (7) часто бывает удобно в отличие от тра-
диционных обозначений рассматривать переменную величину 
x  как функцию от y . 

1.2. Уравнения с разделенными  
и разделяющимися переменными 

Опр. 8. Уравнение с разделенными переменными — это 
уравнение вида 

( ) ( ) 0=+ dyyNdxxM  или ( ) ( )dyyNdxxM = , (8) 
где ( )xM  и ( )yN  функции, зависящие только от x  и y  соот-
ветственно, являющиеся непрерывными при рассматриваемых 
значения x  и y . 

Общим интегралом такого уравнения является равенство 
( ) ( )∫ =∫+ CdyyNdxxM  или ( ) ( )∫ +∫= CdyyNdxxM , 

в котором под выражениями ( ) ( )∫ ∫ dyyNdxxM ,  понимаются 

произвольные первообразные функций M  и N , соответствен-
но,  – произвольная постоянная. С

Пример 1. Проверить, что общим интегралом ОДУ 
 в области 0=+ dyydxx ,, +∞<+∞< yx  является равенство 

Cyx =+ 22 .    (9) 
◄ Действительно, проинтегрировав его левую часть, полу-

чим
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22

22 yxdyydxx +=+∫∫ ,

сл-но, общим интегралом рассматриваемого уравнения является 
соотношение 

1

22

22
Cyx

=+ , 

откуда, в силу произвольности константы , следует 1C (9), где 

12CC = .► 

Пример 2. Уравнение dyydxe x 1−− =  при 0≠y  – интегри-
руется так: 

( )

,lnилиln

ln

CyeCye

Cyxde
y

dydxe

xx

xx

=++=−⇒

⇒+=−−⇒=

−−

−− ∫∫∫  

где CC −=  сл-но, общий интеграл имеет вид 
Cye x =+− ln ,  

где C  – произвольная константа. 
Опр. 9. Уравнение вида 

( ) ( ) ( ) ( ) 02211 =+ dyyNxMdxyNxM , (10) 
в котором коэффициенты при дифференциалах распадаются на 
множители, зависящие только от x  и только от y , называется 
уравнением с разделяющимися переменными. 

Умножением обеих частей этого уравнения на функцию 

( ) ( ) ( ) ( )( )01
12

12

≠yNxM
yNxM

,  (11) 

оно приводится к уравнению (8) с разделенными переменными. 
Поэтому общий интеграл ОДУ (10) есть 

( )
( )

( )
( )∫ =∫+ Cdy
yN
yNdx

xM
xM

1

2

2

1 .   (12) 

Если уравнения ( ) ( ) 0,0 12 == yNxM  имеют действитель-
ные решения ax = , и by = , то функции 
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( ) ( ) ( ) ( )axbxyybyayxx ≠==≠== , , являясь решением 
(10), могут не входить в общий интеграл (12) ни при каком ко-
нечном значении , хотя при этом среди них могут быть част-
ные решения (10), то есть последние при интегрировании ока-
зываются потерянными. Точки вида 

С

ax = , by =  исключаются 
из интегральных кривых, соответствующих решениям 

( ) ( ) bxyyayxx ==== , , так как в этих точках уравнение (10) 
не задано. Необходимо отметить также, что среди решений 

( ) ( ) ( ) ( )axbxyybyayxx ≠==≠== , , могут быть и особые 
решения ОДУ (10). 

Пример 3. Проинтегрировать уравнение 

x
y

dx
dy

−= .    (13) 

◄ Обе части уравнения умножим на функцию 
y
1

 0≠y , 

тогда его можно записать в дифференциальной форме 

011
=+ dx

x
dy

y
.   (14) 

Получили уравнение с разделенными переменными. Его 
общий интеграл при при 00 ≠≠ yx ,  есть соотношение 

1lnln Cxy =+ , 

где  – произвольная постоянная. Константу  представим в 
виде 

1C 1C
( ),0,ln1 ≠= CCC  тогда Cxy lnlnln =+ , откуда имеем 

x
Cy lnln =  или 

x
Cy = . В последнем соотношении, в силу 

произвольности , знаки модуля можно опустить. Сл-но, C

0, ≠= C
x
Cy .    (15) 

Очевидно, решение ( ) 0== xyy  )0( ≠x  уравнения (13) не 
входит в последнюю формулу ни при каком значении 0≠C , 
хотя соответствующая ему интегральная кривая лежит в областях 
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существования и единственности решения задачи Коши этого 
уравнения, то есть решение ( ) ( )00 ≠== xxyy  оказалось по-
терянным. Однако оно входит в формулу (15) при 0=C . По-
этому, допуская в (15) 0=C , получаем, что общее решение 
уравнения (13) при ( )0≠x  имеет вид 

x
Cy = ,

где С  –  произвольная постоянная. 
Заметим, что функция ( ) ( )00 ≠== yyxx  является реше-

нием "перевернутого" по отношению к (13) уравнения 

y
x

dy
dx

−= .►

Пример 4. Найти решение дифференциального уравнения 
yy 2=′ , удовлетворяющее начальному условию 21 ==xy . 

◄ Разделим переменные, умножив обе части уравнения на 

( 0
2

≠y
y

dx ) . Имеем .
2

dx
y

dy
=  

Интегрируя последнее уравнение, получаем  

∫ +∫= Cdx
y

dy
2

 или .Cxy +=

Так как 0>y , то в последнем соотношении 0>+Cx . 
Отсюда находим общее решение данного уравнения в области 

0, >+∞< yx : 

( ) CxCxy −>+= ,2 . 
Выделим частное решение, удовлетворяющее начальному 

условию 21 ==xy . Для этого в формуле общего решения поло-

жим , получим уравнение для определения значения 

константы 

2,1 == yx
( )212: СC += . Из него находим 12 −±=C . Из 
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двух значений выбираем 12 −=C , так как точка ( )2;1  не ле-

жит на кривой ( ) 12,12
2

+>−−= xxy . 
Итак, искомое решение есть  

( ) .21,12
2

−>−+= xxy ►
Пример 5. Найти общий интеграл уравнения 

( ) .012 2 =−+ dxydyxy   (16) 
◄ ОДУ (16) – это уравнение с разделяющимися перемен-

ными. Умножив обе части его на функцию 

( ) ( )1,0
1

1
2 ±≠≠

−
yx

xy
, 

получим уравнение с разделенными переменными 

.0
1

2
2 =

−
+ dy

y
y

x
dx

   (17) 

Общим интегралом последнего является соотношение 

Cdy
y
y

x
dx

=
−

+ ∫∫ 21
2

 

или 
.1ln2 2 Cyx =−−    (18) 

Сл-но, (18) есть общий интеграл ОДУ (16). 
Заметим, что формула (18) получена в предположении, что 

. Функции ( 10 ±≠≠ yx , ) ( ) ( )01 ≠±== xxyy  и 
( ) ( )10 ±≠== yyxx  являются, очевидно, решениями (16) и 

они не входят в (18) ни при каком конечном значении константы 
С . Покажем, что функции ( ) ( )01 ≠±== xxyy  являются ча-
стными решениями, а функция ( ) ( )10 ±≠== yyxx  – особым 
решением уравнения (16). 

Действительно, полупрямые ( ) ( )01 ≠±== xxyy  лежат в 
областях существования и единственности уравнения 

xy
y

dx
dy

2
12 −

= ,    (19) 
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получающегося из (16) разрешением относительно 
dx
dy

. Значит, 

эти полупрямые есть частные решения ОДУ (1.19), а, следова-
тельно, и (16). Записав общий интеграл (18) в иной форме, вы-
делим из него эти частные решения. Положим в (18) CC ln−= , 

где 0≠C  – произвольная константа, тогда (18) перепишется 
так: 

Cxy ln21ln 2 +=−  или .lnln1ln 22 xeCy +=−  

Отсюда имеем xeCy 221 =−  и, в силу произвольности 

C , 
.1 22 xeCy =−    (20) 

Соотношение (20) – также общий интеграл ОДУ (16). Оно 
получено в предположении 0≠C . Очевидно, решения 

( ) ( )01 ≠±== xxyy  уравнения (16) получаются из (20) при 

значении 0=C . Но, как мы показали, эти решения – частные, 
следовательно, в (20) можно допускать и 0=C .  Т. о., частные 
решения ( ) 1±== xyy  уравнения (16) получаются из общего 

интеграла (20) этого уравнения при 0=C . 
Покажем сейчас, что функция ( ) ( )10 ±≠== yyxx  явля-

ется особым решением уравнения (16). Отметим, во-первых, что 
соответствующая ей интегральная кривая не лежит в областях 
существования и единственности уравнения 

1
2

2 −
=

y
xy

dy
dx

, 

перевернутого по отношению к (19), так как частная производ-
ная по x  функции ( )1/2 2 −yxy  в точках прямой 0=x  обра-
щается в бесконечность. Убедимся теперь в том, что через каж-
дую точку интегральной кривой ( ) ( )10 ±≠== yyxx  прохо-
дит по крайней мере две интегральные кривые уравнения (16). 
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Выберем произвольно точку ( ) ( )1,0 00 ±≠yy  на этой кривой и 
ее координаты подставим в общий интеграл (20). Будем иметь 
соотношение для определения C : 

.1 022
0 eCy =−  

Отсюда находится кривая .1 2
0yC −=  Т. о., интегральная 

кривая ( ) xeyy 22
0

2 11 −=−  также проходит через точку ( )0,0 y , 
то есть функция ( ) ( )10 ±≠== yyxx  – особое решение ОДУ 
(16). ► 

1.3. Однородные уравнения первого порядка 
Опр. 10. Функция ( )yxF ,  называется однородной функцией 

-го измерения (степени ), если для всех  выполняется со-
отношение 
k k t

( ) ( .,, yxFttytxF k= )  

Например, функция 44 yx +  – однородная функция 2-го 
измерения, так как 

( ) ( ) ,44244 yxttytx +=+  

а функция 
yx
yx

−
+

 – однородная функция нулевого измерения, 

ибо 

yx
yx

tytx
tytx

−
+

=
−
+

. 

Опр. 11. Уравнение 
( ) ( ) 0=+ dyyxNdxyxM ,, ,    (21) 

где  и ( )yxM , ( )yxN ,  – однородные функции одного и того же 
измерения, называется однородным. 

Однородное уравнение всегда приводится к виду 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yf

dx
dy

,    (22) 
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fгде  – функция одной переменной, т.е. правая часть (22) есть 
однородная функция нулевого измерения. 

uxy =
Однородное уравнение интегрируется посредством подста-

новки , где u  – 
x

новая неизвестная функция переменной 
, то есть ( )xuu = , при этом uxuy +′=′ . 

Пример 1. Проинтегрировать уравнение 
( ) 022 =−+ xdydxyx .  (23) 

◄ ( ) yxyxM 2+=,Здесь функции  и ( ) xyxN 2−=,  – 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ).,22,

,,22,
yxtNxttxtytxN

yxtMyxttytxtytxM
=−=−=

=+=+=
однородные функции первого измерения, так как 

 

uxy =Следовательно, (23) – однородное ОДУ. Положим  
тогда udxxdudy += . yПодставим  dyи  

( ) ( )
,0222

,022
2 =−−+

=+−+

xudxduxuxdxxdx
udxxduxdxuxx

в (23), будем иметь 

 

.02 2 =− duxxdx    (24) 

( )0,
2
1

2 ≠− x
x

Уравнение (24) – это уравнение с разделяющимися пере-

менными. Умножением обеих частей на , приве-

дем его к уравнению с разделенными переменным 

.
2
10

2
1 dx

x
dududx

x
=⇒=+−  

Cxu += ln
2
1

Последнее имеет общее решение 

, 

0≠xследовательно, при  общее решение уравнения (1.23) есть 

.ln
2
1 Cxxxy +=    (25) 

( ) ( )00 ≠== yyxxЗаметим, что функция  является реше-
нием (23). Она является частным решением рассматриваемого 
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yx
x

dy
dx

2
2
+

=

уравнения, так как соответствующие ей полупрямые лежат в 
областях существования и единственности уравнения 

, 

dy
dx

получающегося из (23) разрешением относительно . Реше-

ние ( ) ( )00 ≠== yyxx  не входит в формулу (25) ни при ка-
ком конечном значении произвольной константы C , т.е. оно 
оказалось потерянным. ► 

Пример 2. 

.
yx
yxy

−
+

=′

Найти общий интеграл уравнения 

    (26) 

◄ ОДУ (26) – однородное, так как правая часть его являет-
ся однородной функцией нулевого измерения. Полагая uxy = , 
где u  – новая неизвестная функция от x ,  найдем производную 

:
dx
dy  

.u
dx
dux

dx
dy

+=  

Подставляя y  и 
dx
dy

 в уравнение (26), получим  

,
1
1

,

u
u
u

dx
dux

uxx
uxxu

dx
dux

−
−
+

=

−
+

=+
 

.
1
1 2

dx
u
uxdu
−
+

=    (27) 

( ).00
1
1

2 ≠=−
+
− x

x
dxdu

u
u

Уравнение (27) – это уравнение с разделяющимися пере-
менными. Разделяя переменные, приведем его к виду 
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Общим интегралом последнего уравнения является соот-
ношение  

Cxuu =−+− ln)1ln(
2
1arctg 2 , 

.ln1ln
2
1arctg 2

2

Cx
x
y

x
y

=−







+−

сл-но, общим интегралом уравнения (26) будет соотношение 

 

При интегрировании (27) мы считали 0≠x , поэтому оста-
ется проверить, не являются ли полупрямые 

( ) ( )00 ≠== yyxx  интегральными кривыми ОДУ (26). Под-
ставляя ( ) ( )00 ≠== yyxx  в (26) убедимся в том, что эта 
функция рассматриваемому уравнению не удовлетворяет.► 

Уравнение вида  









++
++

=′
222

111

cybxa
cybxafy , 

где 0
22

11 ≠
ba
ba

, приводится к однородному уравнению с помо-

щью замены α+= Xx , β+= Yy , где ∈βα , R. 

Числа α  и β  подбирают так, чтобы 




=++
=++

.0
,0

222

111

cba
cba

βα
βα

 

При этом данное уравнение примет вид: 









+
+

=′
YbXa
YbXafY

22

11  или 





=








+
+

=′
X
Y

ba
bafY

X
Y
X
Y

ϕ
22

11 , 

которое уже является однородным. 
Пример 3. Найти общий интеграл дифференциального 

уравнения 
78
76

−−
−+

=′
yx
yxy . 

◄ В данном уравнении выполним замену α+= Xx , 
β+= Yy  (причем Yy ′=′ ) 



 178

( )
( )788

766
788
766

−−+−
−+++

=
−−−+
−+++

=′
βα
βα

βα
βα

YX
YX

YX
YXY  

так, чтобы  Отсюда 
⎩
⎨
⎧

=−−
=−+

.078
,076

βα
βα

1=α , 1=β , то есть 

, 1+= Xx 1+= Yy . В результате такой замены получим урав-
нение 

X
Y
X
Y

YX
YXY

−

⋅+
=

−
+

=′
8

61

8
6

, 

которое уже является однородным. В нем можно выполнить за-

мену функции 
X
Yu = , при этом XuY ⋅=  и uXuY +⋅′=′ . По-

сле чего дифференциальное уравнение примет вид: 

u
uuXu

−
+

=+′
8

61
 или 

( )
u

uXu
−
−

=′
8

1 2

. 

В полученном уравнении разделим переменные 

( ) X
dXdu

u
u

=
−
−

21
8

, 

проинтегрируем и получим: 

( ) CuX
u

=−−
−

1ln
1

7
, где constC = . 

Выполнив обратную замену 
1
1

−
−

==
x
y

X
Yu  и 1−= xX , 

найдем общий интеграл исходного дифференциального уравне-
ния: 

Cxy
yx

x
=−−

−
− ln17 . 

Непосредственной подстановкой в исходное дифференци-
альное уравнение можно убедиться, что функция 1≠= xy  яв-
ляется его решением. ► 
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1.4. Линейные уравнения первого порядка 
Опр. 12. Линейным дифференциальным уравнением (ЛДУ) 

первого порядка называется уравнение вида 

)()( xqyxp
dx
dy

=+ ,   (28)

где  – ( ) ( )xqxp , непрерывные на некотором интервале  ),( ba
)( +∞<<<−∞ ba  функции. 

По теореме существования и единственности решения зада-
чи Коши через каждую точку полосы 

( ){ }+∞<<< ybxayx ,:,  
проходит одна и только одна интегральная кривая рассматри-
ваемого уравнения. 

Если ( ) 0≡xq , то уравнение (28) называется однородным 
линейным дифференциальным уравнением (ЛОДУ). 

Это уравнение с разделяющимися переменными, его общее 
решение есть 

( )∫=
− dxxp

Cey ,    (29) 

где  – произвольная постоянная, a C ( )∫ dxxp  означает перво-

образную функцию для функции )(xpp = . 
При ( ) ,0≠xq  уравнение (28) называется неоднородным 

(ЛНДУ).  
Известны два метода решения ЛНДУ: метод вариации про-

извольной постоянной (метод Лагранжа) и метод подстановки 
(метод Бернулли). Первый метод состоит в том, что общее ре-
шение ЛДУ (28) ищут в таком же виде, что и общее решение 
соответствующего ему ЛОДУ, т.е. в виде (29). Но при этом счи-
тают произвольную постоянную )(xСC =  непрерывно диффе-
ренцируемой функцией от x .  

Пример 1. Найти общее решение уравнения  
двумя методами. 

xeyy 23 =+′

◄ 1) Метод Лагранжа.  
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Данное уравнение является ЛНДУ. Здесь ( ) 3=xp , 
( ) xexq 2= . Решаем сначала соответствующее ЛОДУ 

03 =+′ yy . Это уравнение является уравнением с разделяю-
щимися переменными. 

dx
y

dyy
dx
dyy

dx
dy 3303 −=⇒−=⇒=+ .  

В последнем уравнении переменные разделены; при этом 
0≠y . Решим его.  

,lnlnln

ln3ln3

33 x

eCyCey

Cxydx
y

dy

x −

=⇔+=⇔

⇔+−=⇔−=

−

∫∫
. 

здесь .0≠C  
Общее решение ЛНДУ ищем в форме 

x

exCy
3

)(
−

= . 
Дифференцируя это решение, имеем  

( ) ( ) .3
33 xx

exCexCy
−−

−′=′  
Подставляя в данное уравнение выражения для y  и y′ , по-

лучаем дифференциальное уравнение для определения )(xC  
(при этом слагаемые, содержащие множитель )(xC , в сумме 
дают ноль). 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ⇔=⇔=⇔=′⇔

⇔=′⇔=+−′
−−−−

dxexdCe
dx

xdCexC

eexCeexCexCexC

xxx

xx xxxx

555

22 3333

33
 

( ) СedxexC xx ~
5
1 55 +==⇔ ∫ , где C~  – произвольная постоян-

ная. 
Сл–но, общее решение данного уравнения имеет вид 

( ) xx

eCeexCy x 33 ~
5
1 5 −−







 +==  или 

xx eCey 32 ~
5
1 −+= . 

2) Метод Бернулли. 
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Положим ( ) ( )xvxuy = , где ( )xu  и ( )xv  – неизвестные 
функции. Подставляя эти выражения в данное уравнение, полу-
чим xevuvuvu 23 =⋅+′+′  или 

( ) x

evvuvu
2

3 =+′+′   (30) 
Одна из функций ( )xu  и ( )xv  может быть выбрана произ-

вольно. 
Потребуем, например, чтобы выражение в скобках обрати-

лось в нуль, т.е чтобы .03 =+′ vv  Это уравнение с разделяю-
щимися переменными. Решим его. 

⇔=+ 03v
dx
dv

 

.0,

ln3ln33

1
3

1

1

≠=⇔

⇔+−=⇔−=⇔−=⇔

− CeCv

Cxvdx
v
dvv

dx
dv

x
 

Например, положим 11 =C , тогда xev 3−= . 
Подставляя найденное значение v  в (30), получим уравне-

ние xx eeu 23 =′ −  – это уравнение с разделяющимися перемен-
ными. 

.
5
1 5555 Ceudxedudxedue

dx
du xxxx +=⇔=⇔=⇔= ∫∫  

Но vuy ⋅= , поэтому 

.0,
5
1

5
1 3235 ≠+=






 += −− CeCeeCey xxxx  

Получено общее решение исходного уравнения. ► 
Пример 2. 

( ) ( ) 011 2 =+++ dyxydxy
Найти интегральную кривую уравнения 

,  (31) 
)0;1(проходящую через точку . 

◄ Считая x  функцией от y ,  приведем данное уравнение к 
линейному относительно x .  Для этого обе части (31) умножим 

на функцию ,
1

1
2y+

 тогда будем иметь 
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.
1

1
1 22 y

x
y

y
dy
dx

+
−=

+
+   (32) 

Уравнение (32) проинтегрируем методом Лагранжа. Общее 
решение однородного линейного уравнения, соответствующего 
(32), есть 

∫
+

−

=
dy

y
y

Cex
21  или 

( )
.

21ln
2
1 y

Cex
+−

=  
Последнее соотношение перепишем в виде 

( ) .1 2
1

2 −
+= yCx    (33) 

Общее решение ЛДУ (32) также будем искать в виде (33), 
при этом считаем )(yCС = . С учетом последнего из (33) нахо-

дим 
dy
dx

: 

( )( ) ( ) ( ) .21
2
11 2

3
22

1
2 yyyCyyC

dy
dx

⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−++′=

−−
 

Подставим x  и 
dy
dx

 в (32), получим дифференциальное 

уравнение для определения )( yC :  

2

2
1

2
2

2
3

22
1

2

1
1

)1)((
1

)1()()1)((

y

yyC
y

yyyyCyyC

+
−=

=+
+

++−+′
−−−

 

или 

( ) .
1

1
2y

yC
+

−=′  

Из последнего уравнения находим 

( ) CyyyC ~1ln 2 +++−= , 

где C~  – произвольная постоянная. Подставим  вместо  
в (33), найдем общее решение уравнения (32) 

)( yC C
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( ) .11ln~
2
1

22 −
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−= yyyCx   (34) 

Ясно, что (34) есть общий интеграл и уравнения (31). Выде-
лим из него частное решение ОДУ (31), удовлетворяющее на-
чальным данным   Для этого положим в (34) 

, ,  тогда имеем 

.0,1 00 == yx

1=x 0=y 1=C~ . Сл–но, искомая интегральная 
кривая уравнения (31) задается уравнением 

( ) .11ln1 2
1

22 −
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−= yyyx ► 

Пример 3. Нестационарный процесс в последовательной 
цепи, состоящей из индуктивности  и активного сопротивле-
ния 

L
R  (рис. 8) при замыкании цепи определяется дифференци-

альным уравнением ER
dt
diL i =+ . Найти общее решение этого 

уравнения и частное решение, удовлетворяющее начальному 
условию  построить график нестационарного процесса. ( ) ,00 =i
 

e
 

R  

C  

Рис. 8

 
 
 
 
 
 
 
 
 

◄ Уравнение ER
dt
diL i =+  – ЛНДУ первого порядка. 

Применим для его решения метод подстановки (метод Бернул-
ли). Решение ищем в виде 

( ) ( ) ( ) ⇔′⋅+⋅′=⇔⋅= vuvu
dt
ditvtuti  

( ) ⇔=⋅⋅+′⋅+⋅′⇔ EvuRvuvuL  
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( ) ERvvLuvuL =+′⋅+⋅′⇔ .   (35) 
Выражение в скобках приравняем к нулю: 

.0=+′ RvvL  
Данное уравнение является уравнением с разделяющимися 

переменными. 

.0,lnln ≠+−=⇔

⇔−=⇔−=⇔−= ∫∫

CCt
L
Rv

dt
L
R

v
dvdt

L
R

v
dvRv

dt
dvL

 

Окончательно 
t

L
R

Cev
−

=  – общее решение. 

Положим 1=C , тогда 
t

L
R

ev
−

= . 

Подставим 
t

L
R

ev
−

=  в уравнение (35). 

∫ ∫ ⇔=⇔=⇔

⇔=⇔=′⇔=⋅′⋅
−

dte
L
Edudte

L
Edu

e
L
E

dt
due

L
EuEeuL

t
L
Rt

L
R

t
L
Rt

L
Rt

L
R

 

.Ce
R
EuCe

R
L

L
Eu

t
L
Rt

L
R

+=⇔+⋅=⇔  

Запишем общее решение данного уравнения: 

.
t

L
Rt

L
Rt

L
R

Ce
R
EeCe

R
Evui

−−
+=⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅=  

Найдем значение произвольной постоянной , используя 
начальные данные 

C
,00 =t :00 =i  

.;0;0
0

R
ECC

R
ECe

R
E t

L
R

−=+=+=
⋅−

 

Частное решение имеет вид: .1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=

−− t
L
Rt

L
R

e
R
Ee

R
E

R
Ei  

График нестационарного процесса представлен на рис. 9. 
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t  

( )ti

R
E  

O  
Рис. 9

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

− t
L
R

e
R
Eti 1  

► 
Пример 4. Расчет нестационарного процесса в параллель-

ной - цепи. RC

R C 

E 

Нестационарный процесс в параллельной цепи, состоящей 
из емкости  и активного сопротивления С R , определяется 
дифференциальным уравнением  

01
=+ u

Rdt
duC . 

Найдем общее и частное решение при начальных данных 
. Параметры -цепи: , 

, 
Eu =)0( RC ОмкОмR 41010 ==

ФмкФC -91082082,0 ⋅== В100 =U . 
Решим уравнение 

01
=+ u

Rdt
duC , 0)0( Uu =  

в общем виде. 
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Это дифференциальное уравнение первого порядка с разде-
ляющимися переменными. После разделения переменных и ин-
тегрирования, получаем: 

RC
t

eСu
−

⋅= 1 ,           (36) 
где  – произвольная постоянная. 1С

Определим , подставляя начальные данные 
 в (36): 

1С

0,0 Uut ==

1

0

10 CeCU RC =⋅=
−

, откуда .01 UC =  
Окончательно получим закон изменения напряжения в па-

раллельной -цепи: RC

RC
t

eUu
−

⋅= 0 .          (37) 
Подставим в (37) значения параметров цепи: 

ОмкОмR 41010 == , , ФмкФC -91082082,0 ⋅== В100 =U . 
Тогда 

tt
t

eeeu 5,181982
10

108210 101010
5

94 −−
⋅⋅

−
⋅=⋅=⋅= − .► 

1.5. Уравнение Бернулли 
Опр. 13. Уравнение вида 

( ) ( ) nyxqyxpy =+′ ,   (38) 
где ,)(xpp = )(xqq =  – непрерывные на некотором интервале 
( ) ( )+∞<<<∞− baba,  функции,  – действительное число, 
отличное от 0 и 1 ,  называется уравнением Бернулли. 

n

Делением обеих частей на  и подстановкой ,  
где 

ny zy n =−1

z  – новая неизвестная функция, это уравнение приводится к 
линейному уравнению 

( ) ( ) ( ) ( ).11 xqnzxpnz −=−+′  
Заметим, что при делении обеих частей уравнения (38) на 

 при  возможна потеря решения ny 0>n 0=y . Это решение 
является частным, если , и особым, если 1>n 10 << n . 
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Пример 1. Решить уравнение .22 23 yxxy
dx
dy

−=+  

◄ Обе части уравнения разделим на ( )02 ≠yy , тогда бу-
дем иметь: 

.22 312 xxy
dx
dyy −=+ −−   (39) 

Положим , откуда  В силу введенной 
подстановки уравнение (39) можно записать сл. обр.: 

zy =−1 .2 yyz ′−=′ −

322 xxzz −=+′−  
или 

322 xxzz =−′ .   (40) 
Последнее уравнение – линейное относительно функции 

.  Его общее решение есть z
( ) 2~12 xeCxz ++−= , 

где C~  – произвольная константа. Отсюда, учитывая, что 
 записываем общий интеграл исходного уравнения ,1−= yz

( ) ( ).0~11 22 ≠++−= yeCx
y

x  

Так как показатель степени y  в правой части нашего урав-
нения равен 2, то потерянное при интегрировании решение 

 является частным. ► 0=y
Замечание. При интегрировании уравнения Бернулли мож-

но также непосредственно применить подстановку uvy =  или 
метод вариации произвольной постоянной. 

Пример 2. Проинтегрировать уравнение  

2
1

xy
x
yy =−′ .         (41) 

◄ Уравнение (41) – это уравнение Бернулли. Положим 
uvy = , тогда (41) запишется в виде 

2
1

2
1

vxu
x

uvvuvu =−′+′  или .2
1

2
1

vxuvuv
x
uu =′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′  
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Функцию  выберем так, чтобы u .0=−′
x
uu  Например, 

пусть xu = . Подставив x  вместо  в последнее уравнение и 
учитывая, что 

u
1=′=′ xu , для определения  будем иметь 

уравнение 
v

.2
1

2
3

vxvx =′     (42) 
Последнее уравнение – это уравнение с разделяющимися 

переменными, его общий интеграл есть 

Cxv =− 2
3

2
1

3
22 , откуда 

2

2
3

1 3
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= xCv , 

где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

211
CCC  – произвольная константа. Сл–но, общее ре-

шение ЛДУ (41) есть 
2

2
3

1 3
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= xCxy .   (43) 

Заметим, что при интегрировании уравнения (42) методом 
разделения переменных мы теряем решение 0=v , это ведет к 
потере решения ( ) ( )00 ≠== xxyy  уравнения (41). Так как в 

правой части (41) стоит степень y  с показателем 
2
1

,  то теряе-

мое решение является особым. 
Рассмотрим другой способ решения уравнения (41), а 

именно проинтегрируем его методом вариации произвольной 
постоянной. Запишем ЛОДУ, соответствующее (41): 

0=−′
x
yy . 

Его общее решение есть .Cxy =  Пусть ( )xCC = , тогда 
общее решение ( 1 .41) будем искать в виде 

( ) .xxCy =     (44) 
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Подставив ( )xxCy =  и ( ) ( ),xCxxCy +′=′  в уравнение 
(41), будем иметь:  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 2
1

2
11 xxCxxxC

x
xCxxC =−+′ , 

или 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( )[ ] ( ) .2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

dxxxdCxC

xxC
dx

xdCxxCxC

=⇒

⇒=⇒=′

−

 

Проинтегрировав последнее уравнение, находим 

( )[ ] ,~
3
22 2

3

2
1

CxxC +=  или ( )
2

1
2
3

3
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= CxxC , 

где  – произвольная константа, 1C
21
CC
~

= . Подставляя  в 

(44) получаем общее решение уравнения (44) в форме (43) 

)(xC

2

1
2
3

3
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= Cxxy .► 

1.6. Уравнения в полных дифференциалах 
Опр. 14. Дифференциальное уравнение вида 

( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM          (45) 
называется уравнением в полных дифференциалах, если его ле-
вая часть представляет собой полный дифференциал некоторой 
функции  независимых переменных ( yxU , ) x , . y

Общий интеграл такого уравнения имеет вид  
( ) CyxU =, . 

Следующая теорема дает признак того, что уравнение вида 
(45) является уравнением в полных дифференциалах. 

Теорема. Если функции  и  непрерывны 

вместе с частными производными 

),( yxM ),( yxN

y
yxM

∂
∂ ),(

 и 
x

yxN
∂

∂ ),(
 в не-

 



 190

которой односвязной области  плоскости , то левая 
часть 

D OXY
( ) ( )dyyxNdxyxM ,, +  уравнения (45) будет являться 

полным дифференциалом некоторой функции ( )yxU ,  т. и т. 
т., когда выполняется равенство 

x
yxN

y
yxM

∂
∂

=
∂

∂ ),(),(
, Dyx ∈),( .  (46) 

Интегрирование уравнения в полных дифференциалах сво-
дится к нахождению по функциям  и  соответ-
ствующей функции 

),( yxM ),( yxN
( )yxU , . Особые решения отсутствуют. 

Пример 1. Проинтегрировать уравнение 
( ) .02 22 =−+ dyyxxydx  

◄ Данное уравнение есть уравнение в полных дифферен-
циалах, так как функции  и xyyxM 2),( = ( ) 22, yxyxN −=  
непрерывны во всей плоскости вместе со своими частными про-
изводными, при этом выполняется условие (46): 

( ) ( )
x

yxNyx
x

xxy
yy

yxM
∂

∂
=−

∂
∂

==
∂
∂

=
∂

∂ ),(22),( 22 . 

Т. о., левая часть данного уравнения является полным диф-
ференциалом некоторой функции ( )yxU , . Так как 

,dy
y
Udx

x
UdU

∂
∂

+
∂
∂

=  то имеем соотношения  

.,2 22 yx
y
Uxy

x
U

−=
∂
∂

=
∂
∂

 

Из первого, интегрированием по x , получаем 
( ) ( )∫ += yxydxyxU ϕ2,  

или 
( ) ( )yyxyxU ϕ+= 2, .  (47) 

Здесь ( )yϕ  – непрерывно дифференцируемая функция, по-
стоянная интегрирования. Считаем ее зависящей от y , ибо ин-
тегрирование производилось по x . Из (47) находим 

 



 191

( ).2 yx
y
U ϕ′+=
∂
∂

 

Т. к., с другой стороны, 
22 yx

y
U

−=
∂
∂

, 

то имеем следующее уравнение для определения ϕ : 
( ) 222 yxyx −=′+ϕ ,  или ( ) .2yy −=′ϕ  

Отсюда находим 

∫ ∫−=⇒−=⇒−=
∂
∂ ,222 dyyddyydy

y
ϕϕϕ

 

то есть 

( ) Cyy ~
3

3

+−=ϕ ,   (48) 

где C~  – произвольная константа. Подставляя (48) в (47), имеем 
семейство функций 

( ) CyyxyxU ~
3

,
3

2 +−= ,  

для которых левая часть данного уравнения является полным 
дифференциалом. Т. о., наше уравнение можно записать в виде 

0
3

3
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

yyxd ,  

откуда его общий интеграл есть 

Cyyx =−
3

3
2 .► 

Обобщим сведения о дифференциальных уравнениях 1 по-
рядка в табл. 4. 

 



 192

Таблица 4 
Решение уравнений первого порядка 

№ 
п/п 

Вид уравнения Тип  
уравнения 

Метод решения 

0)()( + =dyyQdxxP  

С разде-

ляющимися 

переменны-

ми 

Непосредствен-

ное интегрирова-

ние 

1. 

2. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

x
yfy  Однородное 

uxuy

uxy
x
yu

+′=′

== ,,
 

3. 

,
2

111
⎟⎟
⎠

⎞⎛
+
++′

Cy
Cybxay

22
⎜⎜
⎝ +

=
bxa

f

где 0
22

11 ≠
ba
ba

 

Обобщенное 

однородное 

dX
dYYy

Cba
Cba

Yy
Xx

=′=′

⎩
⎨
⎧

=+β+α
=+β+α

⎩
⎨
⎧

β+=
α+=

;0
,0

;
,

111

222

 

)()( xqyxpy +=′
)(xy

 
Линейное 

по  

а) метод Бернул-

ли 

vuvuy
uvy

′+′=′
= ,

 

б) метод вариа-

ции (Лагранжа) 

4. 

5. )()( yqxypx +=′  
Линейное 

по  )(yx vuvux
uvx

′+′=′
= ,
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Окончание таблицы 4 

nyxqyxpy )()( =+′  Бернулли 
uvy =  или 

nyz −= 1  
6. 

Уравнение  

в полных 

дифферен-

циалах 

Интегрирование 

системы 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

),(

),,(

yxN
y
U

yxM
x
U

 

7. 
0),(

0),(),(

=
∂
∂

=
∂
∂

=+

yxdU
x
N

y
M

dyM x y dx N x y

 

§ 2. Дифференциальные уравнения высших порядков 
2.1. Основные понятия 

Опр. 1. Обыкновенным дифференциальным уравнением -
го порядка называется уравнение 

n

( )( ) 0,...,,,, =′′′ nyyyyxF    (49) 

или, в разрешенном относительно старшей производной ( )ny , 
виде 

( ) ( )( )1,...,,,, −′′′= nn yyyyxfy .      (50) 
Опр. 2. Всякая функция )(xyy = , имеющая непрерывные 

производные до порядка  и удовлетворяющая уравнению (49) 
или (50), называется решением (частным решением) этого урав-
нения. 

n

Опр. 3. Задача нахождения решений дифференциального 
уравнения называется задачей интегрирования дифференциаль-
ного уравнения. 

Опр. 4. Задачей Коши для дифференциального уравнения 
(50) называется задача отыскания решения ( )xy , удовлетво-
ряющего начальным условиям 

( ) ( ) ( )( ) ( )1
00

1
000 ,...,, −− =′=′= nn yxyyxyyxy , (51) 

где ( )1
000 ,...,, −′ nyyy  – заданные числа. 
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Опр. 5. Общим решением уравнения (49) или (50) называет-
ся такая функция, ( )nCCCxy ,...,,, 21ϕ= , которая при любых 
допустимых значениях параметров  является реше-
нием этого дифференциального уравнения, и для любой задачи 
Коши с условиями (51) найдутся постоянные , оп-
ределяемые из системы уравнений 

nCCC ,...,, 21

nCCC ,...,, 21

0 0 1

0 0 1

0 0 1

( 1) ( 1)
0 0 1

( , , , ),
( , , , ),
( , , , ),

..................................

( , , , ).

n

n

n

n n
n

y x C C
y x C C
y x C C

y x C C− −

⎧ =
⎪ ′ ′=⎪
⎪ ′′ ′′=⎨
⎪
⎪
⎪ =⎩

φ
φ
φ

φ

K

K

K

K

 

Опр. 6. Уравнение 
,0),,,,( 1 =nCCyx KΦ  

определяющее общее решение уравнения (49) или (50) как неяв-
ную функцию, называется общим интегралом дифференциаль-
ного уравнения. 

Пример 1. Показать, что функция , xCeCy 2
1= R∈21, CC , 

является решением дифференциального уравнения . 2yyy ′=′′⋅
◄ Найдем y′  и y ′′ : , . Под-

ставив выражения для 

xCeCCy 2
21 ⋅=′ xCeCCy 22

21 ⋅=′′
yyy ′′′,,  в данное уравнение, получим 

тождество 

( )2 2
22

1 1 2 1 2
C x C x C xC e C C e C C e⋅ ⋅ ≡ 2 . 

Сл–но, функция  есть решение данного уравне-
ния.► 

xCeCy 2
1=

Опр. 7. Решение уравнения (49) или (50), в каждой точке 
которого нарушается единственность решения задачи Коши, 
называется особым решением. 

Особое решение не может быть получено из общего ни при 
каких значениях Ñ  (включая и ∞± ). 
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2.2. Уравнения, допускающие понижение порядка 
Рассмотрим три наиболее распространенных вида диффе-

ренциальных уравнений -го поряда, допускающих понижение 
порядка. 

n

1. .       (52) )()( xfy n =
2. .      (53) 0),,,( )()( =nk yyxF K

3. .      (54) 0),,( )( =′ nyyyF K

Общее решение уравнения (52) получается с помощью -
кратного интегрирования 

n

nn
nn CxCxCxCdxxfdxdxy +++++= −
−−∫∫∫ 1

2
2

1
1)( KK , 

т.е. общий интеграл уравнения (52) есть сумма какого-либо ча-
стного решения этого уравнения и многочлена )1( −n -ой степе-
ни с произвольными постоянными коэффициентами. 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 
x

y 2cos
1

=′′  и 

его частное решение, удовлетворяющее условиям 
2
2ln

4
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πy , 

1
4

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′ πy . 

◄ Интегрируя первый раз, получим 

12 tg
cos

Cx
x

dxy +==′ ∫ . После повторного интегрирования бу-

дем иметь  
( ) ∫ ∫∫ =+=+= dxCxdxdxCxy 11 tgtg  

1 1

1 2

sin (cos )
cos cos
ln cos .

xdx d xC dx C x C
x x

x C x C

= + = − + +∫ ∫ ∫

= − + +

2 =  

Сл-но, 1ln cosу x C x C2= − + +  – общее решение. 
2) Чтобы найти частное решение, подставим в полученное 

общее решение и в выражение для первой производной 
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значения 
4

x π
= ; 

ln 2
2

у =  и 1y′ = , получим систему двух 

уравнений с неизвестными  и : 1C 2C

1 2

1

ln 2 ln cos ,
2 4 4

1 1 ,

C C

C

⎧ π π
= − + +⎪

⎨
⎪ = +⎩

⇔ 1 2,

1

ln 2 1ln
2 42

0,

C C

C

π⎧ = − + +⎪
⎨
⎪ =⎩

⇔  

⇔

1 1
2 2

1 2

1

ln 2 ln 2 ,
4

0,

C C

C

− −⎧ π
− = − + +⎪
⎨
⎪ =⎩

⇔ 2 1

1

,
4

0,

C C

C

π⎧ = − ⋅⎪
⎨
⎪ =⎩

⇔ 2

1

0,
0.

C
C

=⎧
⎨ =⎩

 

Подставив найденные  и  в общее решение получим 

искомое частное решение 
1C 2C

ln cosу x= − .► 
Уравнение (53) не содержит функции  и ее нескольких 

последовательных производных 

y

y′ , y′′ ,..., ( )1ky − . С помощью 

замены  понизим порядок уравнения на  единиц: ( )kz y= k
( )( , , ,..., ) 0n kФ x z z z −′ = . 

Предположим, что для полученного уравнения общее 
решение имеет вид: 

1 2( , , ,..., )n kz x C C Cϕ −= . 
Тогда искомая функция ( )y x  получается с помощью -

кратного интегрирования функции 
k

1 2( , , ,..., )n kx C C Cϕ − .  
Пример 3. Найти общее решение уравнения 

.  4 32 1x y x y′′′ ′′+ =
◄ Данное уравнение не содержит  и y y′ . Положим 

, тогда y′′ = z dzy
dx

′′′ =  и уравнение будет иметь вид:  

4 3
4

2 12 1 .dz dzx x z z
dx dx x x

+ = ⇔ + =  



  197

Это линейное уравнение первого порядка. Его общее 

решение имеет вид 1
3

1 Cz 2x x
= − + . Так как ,z y′′=  то для 

отыскания искомого общего решения надо проинтегрировать 

уравнение 1
3 2

1 .Cy
x x

′′ = − +  Т. о.,  

1 1
23 2 2

1 1 ,
2

C Cy dx y C
x x x x

⎛ ⎞′ ′= − + ⇒ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

тогда 

1
22

1 .
2

Cy C dx
x x

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

Сл-но, 1 2
1 ln
2

y C x C x C
x 3= − − + + , где  – произ-

вольные постоянные, является общим решением заданного 
уравнения.► 

1 2 3, ,C C C

Уравнение (54) не содержит явно независимую переменную 
x . В этом случае примем  за независимую переменную и 
введем новую функцию 

y
( )p y y′= . Считая, что p  есть функция 

от y , а y  зависит от x  и, применяя правило 
дифференцирования сложных функций, получим для 
производных от y  по x  выражения 

,dp dp dy dpy p
dx dy dx dy

′′ = = ⋅ = ⋅  

22
2

2 ,

d dp d dp dy d dpy p p p
dx dy dy dy dx dy dy

d p dpp p
dy dy

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′′ = ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

p =

 

аналогично вычисляются ( ) ( ) ( )4 5 1, ,..., .ky y y −  
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Подставляя в уравнение (54) вместо ( ),y p y′ =  
dpy p
dy

′′ =  и 

т.д., увидим, что в новых переменных порядок уравнения будет 
, т.е. на единицу ниже.  1(n − )

Если это преобразованное уравнение проинтегрировано и 
1 2 1( , , ,..., )np y C C Cϕ −=  – его решение, то нахождение общего 

интеграла данного уравнения сводится к интегрированию 

1 2 1

1 2 1

( ) ( )

( , , ,..., )

.
( , , ,..., )

n

n

dyy p y p y
dx

dy pdx y C C C dx
dy dx

y C C C

−

−

′ = ⇒ = ⇒

⇒ = = ⇒

⇒ =

ϕ

ϕ

 

Откуда получаем общее решение ОДУ (54) 

1 2 1

.
( , , ,..., ) n

n

dy x C
y C C Cϕ −

= +∫  

Одна из произвольных постоянных  входит в качестве 
слагаемого к 

nC
x , а это означает, что всякую интегральную 

кривую можно перемещать параллельно оси .  OY
Пример 4. Найти общий интеграл уравнения 

 23 0y y y′ ′′′ ′′− = .
◄ Положим 

( ),y p y′ =  ,dpy p
dy

′′ =  
2 2

2
2

dp d py p p
dy dy

⎛ ⎞′′′ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

и подставим в исходное уравнение, тогда получим 
2 22

2 2
2

22
3 2

2

3 0

2 0.

dp d p dpp p p p
dy dy dy

d p dpp p
dy dy

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⇒ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⇒
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Сократим на 2p , при этом учтем теряемое решение 0p =  
или y C=  и получим 

22

2 2 0d p dpp
dy dy

⎛ ⎞ .− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Это уравнение рассматриваемого вида, делая ту же замену 

,dpz
dy

=  
2

2 ,d p dzz
dy dp

=  придем к уравнению  

22 0dzpz z
dp

.⋅ − =  

Сократив на z  (при этом учитываем еще одно решение 

0,dpz
dy

= =  т.е. 1p C=  и 1 2y C x C= + ), получим  

2 0dz dp
z p
− = ⇒ 2dz dp

z p
= ⋅ ⇒∫ ∫  

1ln 2ln lnz p C⇒ = + ⇒ 2
1ln ln lnz p C− = ⇒  

2
1 .dpz C

dy
⇒ = = ⋅ p  

Проинтегрировав уравнение 1 2 ,dpC dy
p

=  находим  

1
1 ,C y C
p

− = + 2  или 1 2
dx C y C
dy

− = + ⇒  

( )1 2dx C y C dy⇒ − = + ⇒ ( )1 2 .dx C y C dy= − +∫ ∫  

Окончательно получим 
2

1 2 3x C y C y C= + + , где 1
1 2

CC = − ; 2 2 .C C= − ► 
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§ 3. Линейные дифференциальные уравнения  
высших порядков 

3.1. Линейные однородные дифференциальные уравнения 
(ЛОДУ) 

Опр. 1. ЛОДУ n -го порядка называется уравнение вида: 
( ) ( ) ( )1 2

1 2( ) ( ) ... ( ) 0.n n n
ny p x y p x y p x y− −+ + + + =  (55) 

Опр. 2. ЛОДУ второго порядка, называется уравнение вида 
( ) ( ) 0,y p x y q x y′′ ′+ + =   (56) 

Решения ЛОДУ (55) обладают следующим свойством: их 
можно умножать на произвольные постоянные и складывать, 
после чего опять получается решение уравнения (55).  

Заметим, что уравнения (55) и (56) всегда имеют нулевое 
решение. В дальнейшем, говоря о решениях уравнения (55) или 
(56) будем подразумевать, что эти решения отличны от нулево-
го. 

Определитель Вронского. Необходимое и достаточное 
условие линейной зависимости решений 

Опр. 3. Если 1( )y x  и 2 ( )y x  – два решения уравнения (56), 
то выражение, составленное из них 

1 2
1 2 1 2 2 1

1 2

( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( )
y x y x

y y W x y x y x y x y x
y x y x

′ ′= = = −
′ ′

∆ (57) 

называется определителем Вронского (вронскиан). 
В дальнейшем будем рассматривать решения уравнения 

(56) на промежутке I  непрерывности коэффициентов 
( ), ( ).p x q x  
Опр. 4. Два решения 1y  и 2y  уравнения (56), отличные от 

нулевого, называются линейно независимыми, если тождество 
1 1 2 2 0y yα +α ≡  для любого x  из промежутка I  выполняется 

только, когда постоянные коэффициенты 1α  и 2α  равны 0.  
Опр. 5. Два решения 1y  и 2y  уравнения (57), отличные от 

нулевого, называются линейно зависимыми, если найдутся 1α , 

2α   такие,  что  для  любого  x   из  промежутка I  выполняется  
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тождество , причем хотя бы один из постоянных 
коэффициентов 

1 1 2 2 0y yα +α ≡

1α  и 2α  не равен нулю.  
Теорема 1. (необходимое и достаточное условие линейной 

зависимости решений). Равенство нулю определителя 
Вронского 1 2( , )y yΔ  является необходимым и достаточным 
условием линейной зависимости решений 1y  и 2y , т.е. два 
решения 1y и 2y  уравнения (56) линейно независимы тогда и 
только тогда, когда определитель Вронского 1 2( , )y yΔ  
отличен от нуля.  

Теорема 2. Если 1y  и 2y  – два линейно независимых 
решения уравнения (56), то формула 

1 1 2 2y C y C y= + , 
где  и  – произвольные постоянные, дает все решения 
этого уравнения. 

1C 2C

Опр. 6. Определителем Вронского (вронскианом) системы 
функций 1 2( ), ( ),..., ( )ny x y x y x  называется определитель 

1 2

1 2

( 1) ( 1) ( 1)
1 2

( ) ( ) ... ( )
( ) ( ) ... ( )

( ) .
... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

n

n

n n n
n

y x y x y x
y x y x y x

W x

y x y x y x− − −

′ ′ ′
=        (58) 

На решения 1 2, ,..., ny y y  уравнения (55) распространяются 
определения линейной зависимости (независимости) и теорема 
о необходимом и достаточном условии линейной зависимости 
решений. 

Пример 1. Исследовать на линейную зависимость системы 
функций: 

1) 1
xy e−=  и 3

2
xy e= ;  

2) 1y x= , 2 0y = , 3
xy e= . 

◄ 1) Составим и вычислим определитель Вронского по 
формуле (57): 
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( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

3
1 2 3 3

3
1 2

2 2 2

y y
3

y y 3

3 4 0.

x x
x x x x

x x

x x x

x x e e
W x e e e e

x x e e

e e e

−
− −

−
= = = ⋅ −

′ ′ −

= + = ≠

− =
 

Так как ( ) 0W x ≠ , то система функций 1
xy e−=  и 3

2
xy e=  

линейно независима. 
2) Составив и вычислив вронскиан по формуле (58)  

0

( ) 1 0 0,

0 0

x

x

x

x e

W x e

e

= =  

получим, что система функций 1y x= , 2 0y = , 3
xy e=  линейно 

зависима.► 
Опр. 7. Всякая система из  линейно независимых 

решений 
n

1 2( ), ( ),..., ( )ny x y x y x  уравнения (55) называется фун-
даментальной системой решений этого уравнения.  

Если известна фундаментальная система решений 
уравнения (55), то общее решение этого уравнения имеет вид 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )n ny x C y x C y x C y x= + + + ,   (59) 
где  – произвольные постоянные. 1 2, , , nC C CK

Пример 2. Функции 1
cos( ) xy x

x
= , 2

sin( ) xy x
x

=  образуют 

фундаментальную систему решений уравнения 
2 0y y y
x

′′ ′+ + = . Найти общее решение этого уравнения. 

◄ По формуле (59) имеем 1 2
cos sin( ) x xy x C C

x x
= + , где 

 – произвольные постоянные.► 1 2,C C
3.2. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 

(ЛНДУ) второго порядка 
Опр. 8. ЛНДУ второго порядка называется уравнение вида 
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( ) ( ) ( ).y p x y q x y f x′′ ′+ + =        (60) 
Решение уравнения (60) будем рассматривать на 

промежутке непрерывности функций ( ), ( ), ( ).p x q x f x   
Уравнение 

0( ) ( )y p x y q x y′′ ′+ + =       (56) 
называется ЛОДУ, соответствующим уравнению (60).  

Пусть 1y , 2y  – два линейно независимых решения (56), 

1 1 2 2y C y C y= +  – общее решение (56), y%  – частное решение 
ЛНДУ (60).  

Общее решение ЛНДУ второго порядка равно сумме 
общего решения соответствующего однородного уравнения и 
какого-либо частного решения неоднородного уравнения.  

Т. о., формула общего решения уравнения (60) имеет вид 
1 1 2 2y y y C y C y y= + = + +% % . 

Заметим, что это свойство годится для ЛНДУ любого 
порядка.  

Рассмотрим уравнение вида: 
1 2( ) ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x f x′′ ′+ + = + .  (61) 

Теорема 3 (принцип суперпозиции). Если правая часть 
ЛНДУ (61) есть сумма двух функций 1 2( ) ( ) ( )f x f x f x= +  и 

1y x′( )  – частное решение уравнения 

1( ) ( ) ( )y p x y q x y f x′′ ′+ + = , 
а 2y x( )%  – частное решение уравнения 

2( ) ( ) ( )y p x y q x y f x′′ ′+ + = , 
то сумма 1 2( ) ( ) ( )y x y x y x= +% % %  есть некоторое частное 
решение уравнения (61).  

Если известно общее решение 1 1 2 2y C y C y= +  уравнения 
(56) соответствующего уравнению (60), то для определения 
частного решения  уравнения (60) можно воспользоваться 
методом Лагранжа вариации произвольных постоянных.  

( )y x%
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Рассмотрим уравнение (60). Пусть )(~ xy  – какое-либо ре-
шение уравнения (60), а 1y , 2y  – линейно независимые решения 
соответствующего однородного уравнения (56), тогда формула 

yyCyCy ~
2211 ++= , где 21,CC  – произвольные постоянные, 

дает общее решение уравнения (60).  
При этом, если 1y , 2y  известны, то решение уравнения (60) 

может быть получено по формуле:  
,)()(~

2211 yxCyxCy +=  
где )(),( 21 xCxC  определяются из системы уравнений первой 
степени 





=′′+′′
=′+′

).()()(
,0)()(

2211

2211

xfyxCyxC
yxCyxC

        (62) 

Система (62) имеет единственное решение 
)()(),()( 21 xxCxxC ψϕ =′=′ , так как ее определитель – это опре-

делитель Вронского 0
21

21 ≠
′′ yy

yy
. Т. о., 

∫=′ dxxxC )()(1 ϕ , ∫=′ dxxxC )()(2 ψ . 

Для ЛНДУ n -го порядка 
),()()( )1(

1
)( xfyxpyxpy n

nn =+++ −   
где )(),(,),(1 xfxpxp n  – непрерывные на ),( ba  функции, 
общее решение имеет вид  

nn yxCyxCyxCy )()()( 2211 +++=  , 
где nyy ,,1   – линейно независимые решения ЛОДУ, соответ-
ствующего данному ЛНДУ, а )(,),(1 xCxC n  – функции, про-
изводные которых удовлетворяют системе уравнений: 
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1 1 2 2

1 1 2 2

( 2) ( 2) ( 2)
1 1 2 2

( 1) ( 1) ( 1)
1 1 2 2

... 0,

... 0,
..........................................

... 0,

... ( ).

n n

n n

n n n
n n

n n n
n n

C y C y C y
C y C y C y

C y C y C y

C y C y C y f x

− − −

− − −

⎧ ′ ′ ′+ + + =
⎪

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + =⎪
⎪
⎨
⎪ ′ ′ ′+ + + =⎪
⎪ ′ ′ ′+ + + =⎩

 

Пример 3. Функции 1( ) xy x e−= , 3
2 ( ) xy x e=  образуют 

фундаментальную систему решений уравнения 
. Найти общее решение уравнения 2 3y y y′′ ′− − = 0

2 3 xy y y e′′ ′− − = .  
◄ Общее решение соответствующего однородного 

уравнения записывается в виде 3
1 2( ) x xy x C e C e−= + . Ищем 

частное решение уравнения 2 3 xy y y e′′ ′− − =  по формуле 
3

1 2( ) ( )x xy C x e C x e−= +% . Для определения ,  
составим систему вида (62) 

1C x( ) 2C x( )

3
1 2

3
1 2

( ) ( ) 0, (*)

( )( ) ( )(3 ) . (**)

x x

x x x

C x e C x e

C x e C x e e

−

−

′ ′⎧ + =⎪
⎨

′ ′− + =⎪⎩
 

Сложив уравнения (*) и (**), получим, 

2
2 23

2 2
2 2

1( ) ( )
4 4
1 1( ) .
4 8

x
x

x

x x

eC x C x e
e

dC e dx C x e

−

− −

′ ′= ⇒ = ⇒

⇒ = ⇒ = −
  

Подставив найденное  в (*), будем иметь 2 ( )C x
2 3 2 2

1 1
1 1( ) 0 ( ) ( ) .
4 4 1

1
8

x x x x xC x e e e dC x e dx C x e− −′ + ⋅ = ⇒ = − ⇒ = −  
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Итак, 2 2 31 1 1 .
8 8 4

x x x x xy e e e e e− −= − − = −%  Общее решение 

уравнения  имеет вид 3
1 2

1 ,
4

x xy y y C e C e e−= + = + −% x  где 

 – произвольные постоянные.► 1 2,C C
3.3. ЛОДУ с постоянными коэффициентами 

Общий вид линейного дифференциального уравнения 
порядка  с постоянными коэффициентами есть n

( ) ( )1
1 1... 0,n n

n ny a y a y a y−
− ′+ + + + =   (63) 

где ( 1,Ria i∈ = )n . 
Опр. 9. Уравнение  

( ) ( )1
1 1... 0,n n

n na a a−
−λ + λ + + λ + =    (64) 

полученное заменой производных ( ) ( 0,ky k n= )  искомой функ-
ции степенями kλ , называется характеристическим уравнением 
для уравнения (63).  

Каждому действительному корню λ  уравнения (64) крат-
ности  соответствуют  линейно независимых решений 
уравнения (63) 

r r

2, , ,..., ,1x x x re xe x e x e xλ λ λ − λ   (65) 
а каждой паре комплексных корней 1,2 iλ α β= ±  кратности  
соответствуют  пар линейно независимых решений: 

s
s

1

1

cos , cos ,..., cos ,
sin , sin ,..., sin .

x x s x

x x s x

e x xe x x e
e x xe x x e

−

−

⋅

⋅

α α α

α α α

x
x

β β β

β β β
      (66) 

Запишем общее решение для случая 2n = . Рассмотрим 
уравнение 

0,y py qy′′ ′+ + =    (67) 
где p , q . R∈

Характеристическое уравнение для (67) имеет вид 
2 0.p qλ + λ + =          (68) 



  207

Если квадратное уравнение (68) имеет два различных дей-
ствительных корня 1λ  и 2λ , то согласно (65) имеем два линейно 
независимых решения уравнения (67) 

1 2
1 2, .x xy e y eλ λ= =  

Общее решение имеет вид 
1

1 2 ,2x xy C e C eλ λ= +     (69) 
где  – произвольные постоянные.  1 2,C C

Если квадратное уравнение (68) имеет комплексные корни 
1 2,i i= + = −α β λ α ( 0)β  βλ ≠ , тогда согласно (66) имеем два 

линейно независимых решения уравнения (67) 

1 2cos , sin .x xy e x y e x= ⋅ = ⋅α αβ β  
Общее решение имеет вид 

( )1 2 1 2cos sin cos sin .x x xy C e x C e x e C x C x= + = +α α αβ β β β (70) 
Если квадратное уравнение (68) имеет два равных 

действительных корня 1 2 ,λ = λ = λ , то согласно (69) имеем два 
линейно независимых решения уравнения (67). 

1 2, .x xy e y xeλ λ= =  
Общее решение уравнения имеет вид 

( )1 2 1 2 .x x xy C e C xe e C C xλ λ λ= + = +   (71) 
Примеры  
Найти общее решение уравнений: 
1. ;  3 2y y y′′ ′+ + = 0

0
.

0

2. ;  2 5y y y′′ ′+ + =
3.  3 3 0y y y y′′′ ′′ ′− + − =
◄ 1. Для уравнения 3 2y y y′′ ′+ + =  характеристическое 

уравнение имеет вид: 2 3 2 0λ + λ + = , корни которого равны 
 Запишем фундаментальную систему решений 1 21, 2.λ = − λ = −

2
1 2, .x xy e y e−= = −  Сл-но, общее решение имеет вид 

2
1 2 .x xy C e C e− −= +  
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2. Для уравнения 2 5y y y 0′′ ′+ + =  характеристическое 
уравнение имеет вид 2 2 5 0λ + λ + = , его корни 1,2 1 2 .iλ = − ±  

Сл-но, функции 1 2cos 2 , sin 2x xy e x y e− −= = x  составляют фун-
даментальную систему решений, а общее решение имеет вид 

( )1 2cos 2 sin 2 .xy e C x C x−= +  

3. Уравнение 3 23 3 1 0λ − λ + λ − =  является характеристи-
ческим для 3 3y y y y′′′ ′′ ′ 0,− + − =  его решением является 1λ =  
кратности  Поэтому фундаментальная система решений 
имеет вид 

3.r =
2

1 2 3, , .x xy e y xe y x e= = = x  Сл-но, общее решение 

исходного уравнения имеет вид: ( )2
1 2 3 .xy C C x C x e= + + ► 

3.4. ЛНДУ с постоянными коэффициентами 
Рассмотрим ЛНДУ второго порядка с постоянными коэф-

фициентами 
( )( )( ), 0 ,y py qy f x f x′′ ′+ + = ≠   (60) 

где ,p q R∈ . 
Общее решение этого уравнения записывается в виде 

( ) ( ) ( )y x y x y x= + % , 

где ( )y x  – общее решение соответствующего ЛОДУ (56), 

( )y x%  – любое частное решение уравнения (60). Общее решение 

ЛОДУ имеет вид: ( ) 1 1 2 2y x C y C y= + , для отыскания ( )y x%  в 
общем случае используется метод Лагранжа вариации 
произвольных постоянных.  

Пример 4. Найти общее решение дифференциального урав-
нения tg .y y x′′′ ′+ =  

◄ 1. Решим ЛОДУ 0y y′′′ ′+ = , соотвествующее данному 
ЛНДУ. Для этого запишем характеристическое уравнение  

3 20 1 0 1 2 30, , .i i( )λ + λ = ⇒ λ λ + = ⇒ λ = λ = λ = −  
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Согласно (65), (66) фундаментальная система решений 
будет иметь вид 1 2 31, cos , sin ,oxy e y x y= = = = x  сл-но, общее 
решение ЛОДУ имеет вид: 

1 2 3cos sin .y C C x C x= + +  
Для нахождения частного решения неоднородного 

уравнения воспользуемся методом вариации произвольных 
постоянных. Ищем частное решение в виде 

 Для определения 
 составим систему 

1 2 3( ) ( ) ( ) cos ( )sin .u x C x C x x C x x= + +%

1 2 3( ), ( ), ( )C x C x C x

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 3

2 3

2 3

cos sin 0, *

( )sin cos 0, **

( ) cos sin tg . ***

C x C x C x

C x x C x x

C x x C x x x

′ ′ ′+ + =⎧
⎪

′ ′− + =⎨
⎪ ′ ′− − =⎩

 

Умножив обе части уравнения (**) на sin x , (***) – на 
cos x  и сложив их, получим 

2 2( ) sin ( ) sin .C x x C x x′ ′− = ⇒ = −  
Подставив 2 ( ) sinC x x′ = −  в уравнение (**), получим 

2
2

3 3
sinsin ( ) cos 0 ( ) .
cos

xx C x x C x
x

′ ′+ = ⇒ = −  

Сложив уравнения (*) и (***) будем иметь 1( ) tg .C x x′ =  
Интегрирование дает выражения для : 1 2 3( ), ( ), ( )C x C x C x

( )1
sin costg ln cos
cos sin

x d xC x xdx dx x
x x

= = = − = −∫ ∫ ∫ , 

, ( )2 sin cosC x xdx x= − =∫
( )

2 2

3
sin 1 cos
cos cos

x xC x dx dx
x x

−
= − = − =∫ ∫  

cos ln tg sin .
cos 4 2

dx xxdx x
x

π
= − + = − + +∫ ∫  

Итак, 
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( )1 ln cosC x x= − , ( )2 cosC x x= , ( )3 ln tg sin .
4 2

xC x xπ
= − + +  

Учитывая, что 2 2cos sin 1x x+ = , получим искомое 
решение ЛНДУ.  

1 2 3cos sin ln cos sin ln tg
4 2

xy y y C C x C x x x π
= + = + + − − +% , 

где  произвольные постоянные.► 1 2, ,C C C3

3.5. ЛНДУ со специальной правой частью 
В зависимости от вида правой части уравнения (60) рас-

смотрим два частных случая: 
1) ( ) ( )1

kx
nf x P x e= ⋅ , 

где  – многочлен -й степени, ;  ( )nP x n k ∈R

2) ( ) ( ) ( )( )2 cos sinx
n mf x e P x x Q x xα= β + β ,  

где , ( )nP x ( )mQ x  – многочлены степени  и , 

соответственно, 

n m
, ∈α β R . 

Частное решение ( )y x%  уравнения (60) в этих случаях 
можно найти методом неопределенных коэффициентов.  

Пусть правая часть имеет вид ( ) ( ) ( )1
kx

nf x f x P x e= = . 

Если  не совпадает ни с одним корнем характеристического 
уравнения, то частное решение 

k
( )y x%  ищется в виде 

( ) ( ) kx
ny x R x e= ⋅% ,   (72) 

где ( )nR x  – многочлен той же степени, что и ( )nP x , но с неоп-
ределенными коэффициентами, которые надо найти. Для этого, 
вычисляя с помощью (72) ( ) ( ),y x y x′ ′′% % , и подставляя в 
исходное уравнение (60), сокращаем правую и левую части на 

. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях kxe x , 
получим систему уравнений для отыскания неопределенных 
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коэффициентов. Подставив их в (72), будем иметь искомое 
частное решение ( )y x% .  

Если  совпадает с некоторым корнем 
характеристического уравнения кратности , то частное 
решение ищется в виде: 

k
r

( ) ( )r
n

kxy x x R x e= ⋅ ⋅% .   (73) 
Дальнейшие действия аналогичны предыдущему случаю.  
Пусть теперь правая часть уравнения (60) имеет вид 

( ) ( ) ( )( )2 cos ( )sinx
n mf x f x e P x x Q x x= = +α β β . 

Если число i+α β  не совпадает ни с одним из корней ха-
рактеристического уравнения, то частное решение ищется в ви-
де 

( ) ( ) ( )( )cos sinx
s sy x e L x x M x x= +α β β% ,   (74) 

где , ( )max ,s n m ( )sL= x и ( )sM x  – многочлены одной и тoй 
же степени , но с разными неопределенными 
коэффициентами, которые находятся так же как и в первом 
случае.  

s

Если i+α β  совпадает с некоторым корнем характеристи-
ческого уравнения кратности , то выражение для частного 
решения (74) домножается на 

r
rx , а именно 

( ) ( ) ( )( )cos sinr x
s sy x x e L x x M x x= ⋅ +α β β% ,   (75) 

где , s ( )sL x , ( )sM x  те же, что и выше.  

Замечание 1. Если в правой части ( )2f x  один из много-

членов ( )nP x  или ( )mQ x  – нулевой (т.е. 

( ) ( )2 cosx
nf x e P x= ⋅α xβ  или ( ) ( )2 sinx

mf x e Q x= ⋅α xβ ), то 

вид частного решения не меняется т.е. ( )y x%  ищется в форме 
(74) или (75).  

Замечание 2. Многочлены ( )nR x  с неопределенными ко-
эффициентами четвертой, третьей, второй, первой, нулевой 
степени имеют вид: 
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4n = : ( ) 4 3 2
4R x Ax Bx Cx Dx E= + + + + , 

3n = : ( ) 3 2
3R x Bx Cx Dx E= + + + , 

2n = : ( ) 2
2R x Cx Dx E= + + , 

1n = : ( )1R x Dx E= + , 

0n = : ( )0R x E= , 

где , , , ,A B C D E  – неопределенные коэффициенты. Многочле-
ны ( )sL x  и ( )sM x  ( 1, 2,3,4s = ) выписываются аналогично 

( )nR x . 
Примеры  
1. Для каждого из данных ЛНДУ написать вид его общего и 

частного решений с неопределенными коэффициентами 
(числовые значения коэффициентов не находить):  

а) ( ) 48 16 1 xy y y x e′′ ′− + = − ; 

б) ( )4 4 4 sin 2y y y x′′+ + = x . 
2. Найти общие решения следующих уравнений: 
в) xy y e−′′ − = ; 
г) 5 6 13sin 3y y y′′ ′− + = x . 
◄ а) Рассмотрим уравнение ( ) 48 16 1 xy y y x e′′ ′− + = − . 

Ищем общее решение в виде y y y= + % . Характеристическое 

уравнение  имеет корни 2 8 16λ − λ + = 0 1 2
8 64 64 4

2,
± −

λ = = , 

т.е. кратность  корня r 4λ =  равна 2. Согласно формуле (71) 
общее решение соответствующего ЛОДУ ( ) 4

1 2
xy C C x e= + . 

Для того, чтобы выписать частное решение y%  
проанализируем правую часть ( ) ( ) 41 xf x x= − e

)
, где 

 – многочлен 1-й степени, т.е. (1( ) 1P x x= − 1n = , тогда 

( )1R x Dx E= + ; 1 24 4,k = = λ = , т.е.  совпадает с одним k
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корнем кратности 2 характеристического уравнения, сл-но, 
имеет место формула (73): ( ) ( )2 4xy x x Dx E e= +% , где  и  – 
неопределенные коэффициенты. Общее решение исходного 
уравнения имеет вид  

D E

( ) ( ) ( ) ( )4 3 2 4 4 2
1 2 1 2

x x xy x C C x e Dx Ex e e C C x Ex Dx= + ⋅ + + ⋅ = + + + 3 . 

б) Для уравнения ( )4 4 4 sin 2y y y x′′+ + = x
0

 соответ-
ствующее характеристическое уравнение 4 24 4λ + λ + =  
имеет кратные корни 1 2 2, iλ = ± , 3 4 2, iλ = ± , т.е. 2r = . 
Согласно формуле (70) с учетом кратности корней получим 
общее решение соответствующего ЛОДУ 

( ) ( )
1 2 3 4

1 3 2 4

cos 2 sin 2 cos 2 sin 2

cos 2 sin 2 .

y C x C x C x x C x

x C C x x C C x

= + + +

= + + +

x =
 

Для того, чтобы выписать частное решение ( )y x% , 

анализируем правую часть ( ) sin 2f x x= x , где ( )nP x x= , т.е. 

, 1n = ( ) 0mQ x ≡ , т.е. ( )0 max ,m s m n 1≡ ⇒ = = . Сл-но, мно-

гочлены с неопределенными коэффициентами ( )sM x  и ( )sN x  

имеют одну и ту же степень 1s = , но разные коэффициенты, т.е. 
( )1M x Ax B ( )1L x Cx D= + , = + . 

Составим число i+α β  по виду правой части 
0 2i+ = + iα β  (так как 0x xe eα = ), поскольку i+α β  не 

совпадает ни с одним корнем характеристического уравнения, 
то частное решение ( )y x%  ищем в виде (74) 

( ) ( ) ( )cos 2 sin 2y x Ax B x Cx D x= + + +% , а общее решение 

y y y= + %  есть 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 3 2 4cos 2 sin 2

cos 2 sin 2 .

y x C C x x C C x x

Ax B x Cx D x

= + + +

+ + + +

+
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в) Общее решение уравнения xy y e−′′ − =  ищется в виде 
y y y= + % . Характеристическое уравнение 2 1 0λ − =  имеет кор-
ни . Общее решение соответствующего ЛОДУ есть 1 2 1,λ = ±

1 2
x xy C e C e−= + .  

Правая часть неоднородного уравнения ( ) xf x e−= , где 

, откуда ( ) 1nP x = ( )00n R x A⇒ = 1k; = = −  совпадает с 

одним корнем характеристического уравнения 2 1λ = − , сл-но, 

по формуле (73) частное решение имеет вид: ( ) xy x x A e−= ⋅ ⋅% , 
где  – неопределенный коэффициент. Найдем его методом 
неопределенных коэффициентов, для чего, подставив  

A

( ) xy x x A e−= ⋅ ⋅% , 

( ) x xy x Ae x A e− −′ = − ⋅ ⋅% ,  

( ) 2x xy x x A e A e− −′′ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅%  
в исходное уравнение, будем иметь 

2x x x xx A e A e x A e e− − −⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = − . 
Сократим последнее уравнение на xe− , получим 2 1A− = . 

Откуда 
1
2

A = − . 

Так как неопределенный коэффициент найден, 
1
2

A = − , то 

частное решение имеет вид: ( ) 1
2

xy x xe−= −% , сл-но, общее 

решение исходного уравнения запишется в форме:  

1 2
1 .
2

x x xy C e C e xe− −= + −  

г) Уравнение 5 6 13sin 3y y y x′′ ′− + =  – это уравнение с 
правой частью ( ) 13sin 3f x = x  второго типа, его общее 

решение ищется в виде y y y= + % .  
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Характеристическое уравнение 2 5 6 0λ − λ + =  имеет корни 
. 1 23, 2λ = λ =

Общее решение y  ЛОДУ выписывается по формуле (69):  
3 2

1 2
x xy C e C e= + . 

Для отыскания частного решения ( )y x%  анализируем 

правую часть ( ) 13sin 3f x x= , здесь ( ) 13nP x = , т.е. 0n = , 

, т.е.( ) 0mQ x ≡ 0m = ; тогда ( )max , 0s m n= =
i

; число 
0 3i+ = +α β  не совпадает с корнями характеристического 

уравнения, сл-но, ( )y x%  выписываем по формуле (74): 

( ) cos3 sin 3y x A x B= +% x . 
Неопределенные коэффициенты  и A B  находятся так:  
1) Считаем 

( ) 3 sin 3 3 cos3y x A x B x ( ) 9 cos3 9 sin 3′ = − +% , y x A x B x′′ = − −% . 

2) Подставляем ( ) ( ) (, , )y x y x y x′ ′′% % %  в исходное уравнение: 

( )
( )

9 cos 3 9 sin 3 5 3 sin 3 3 cos 3

6 cos 3 sin 3 13 sin 3 ,

A x B x A x B x

A x B x x

− − − − +

+ + =

+
 

или  
( ) ( )cos3 9 15 6 sin 3 9 15 6 13sin 3x A B A x B A B− − + + − + + = x . 

3) Приравнивая коэффициенты при cos3x  и sin 3x , 
стоящие в правой и левой частях последнего уравнения, 
получаем систему для определения коэффициентов A  и B : 

9 15 6 0, 3 15 0,
9 15 6 13, 15 3 13,

5 ,5 , 6
78 13, 1 .

6

A B A A B
B A B A B

AA B
B B

− − + = + =⎧ ⎧
⇔ ⇔⎨ ⎨− + + = − =⎩ ⎩

⎧ = −⎪= −⎧ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎨− =⎩ ⎪ = −
⎪⎩

 

4) Итак, частное решение имеет вид  
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xxxy 3sin
6
13cos

6
5)(~ −−= , сл-но, общее решение исходного 

уравнения запишется в форме: 

xxeCeCy xx 3sin
6
13cos

6
52

2
3

1 −−+= .► 

Обобщим сведения § 3 в табл. 5–9. 
Таблица 5 

Решение уравнений второго порядка,  
допускающих понижение порядка 

№ 
п/п 

Вид уравнения Метод решения 

1. )()( xfy n =  Последовательное 
интегрирование 

2. 0),,,( )()( =nk yyxF   )()(

)1()( ,,,)(
nkn

kk

yp
ypyxp

=

=′=
−

+ 
 

3. 0),,( )( =′ nyyyF   ,,)( p
dy
dpyyyp =′′′=  

Таблица 6 
Решение ЛОДУ 2 порядка с постоянными коэффициентами 

qpDqpkkqypyy 4,0,0''' 22 −==++=++  

№ 
 

Корни характеристического 
уравнения 

Вид общего  
решения 

1. 21,0 λλ ≠>D  – действительные, 
разные  

xx eCeCy 21
21

λλ +=  

2. λλλ === 21,0D  – действитель-
ные, равные, кратности два 

xexCCy λ)( 21 +=  

3. βαλ iD ±=< 2,1,0  – комплексные 
)sin
cos(

2

1

xC
xCey x

β
βα

+
+=
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Таблица 7 
Решение ЛОДУ -го порядка с постоянными коэффициентами n

№ 
 

Корни характеристи-
ческого уравнения 

Вклад указанных корней 
в общее решение ДУ 

1. Действительные, раз-
ные 

1 2 3 n≠ ≠ ≠ ≠λ λ λ λK  

1 2
1 2

n

x x

x
n

y С e С e

С e

= + +

+

λ λ

λ

K
 

2. Действительные, крат-
ности ,nr ≤  

1 2 3

r

= = =

= =

=λ λ λ
λ λ

K
 

2
1 2 3
1

(

)r x

y С С x С x

С x e−
r

= + + +

+ λ

K+
 

3. Комплексные, разные 

1 1 1

2 2 2

1 2

1 2

,
, ,
, где

,
.

n n n

n

n

i
i
i

= ±
= ±
= ±

≠ ≠ ≠

≠ ≠ ≠

λ α β
λ α β
λ α β
α α α
β β β

K

K

K

 

)sin
cos(

)sincos(

)sincos(

12

2423

1211

2

1

xÑ
xÑe

xÑxÑe

xÑxÑey

nn
x

x

x

n

β
β

ββ

ββ

α

α

α

+
+++

+++

++=

−K

2 nn

 

4. Комплексные, кратно-
сти 

,3=r  

1 2 3 i= = = +λ λ λ α β
]sin)( 654 xxÑxÑÑ

 

cos)[(
2

2
321 xxÑxÑÑey x

β

βα

+++

+++=
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Таблица 8 
Решение ЛНДУ 2-го порядка  

(метод неопределенных коэффициентов) 

№ 
 

)(xf  Корни  
характерсти-

ческого 
уравнения 

Вид частного 
решения 

1. )(xPn  

а) 0 – не ко-
рень 

б) 0 – корень 
кратности r  

)2,1( =r  

) ( )

б) ( )
n
r

n

а y R x

y x R x

=

=




 

2. ( )kx
ne P x  

а) k  – не ко-
рень 

б) k  – корень 
кратности r  

)2,1( =r  

) ( )

) ( )

kx
n

r kx
n

а y e R x

б y x e R x

=

=




 

3. 
xB

xA
β

β
sin

cos
+

+
 

а) βi  – не ко-
рень 

б) βi  – корень 
кратности r  

)2,1( =r  
)sin

cos(~)

sincos~)

1

1

11

xB
xAxyá

xBxAyà
r

β
β

ββ

+
+=

+=

 

4. 
( ) cos

( )sin
n

m

P x x
Q x x

+

+

β
β

 

а) βi  – не ко-
рень 

б) βi  – корень 
кратности r  

)2,1( =r  

) cos sin ,

) ( cos
sin ),

max( , )

s s
r

s

s

а y L x M x

б y x L x
M x

s n m

= +

= +

+

=

β β

β
β
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Окончание таблицы 8 

5. 
( ( ) cos
( )sin )

x
n

m

e P x x
Q x x

+

+

α β
β

 

а) βα i+  – не 
корень 

б) βα i+  – 
корень крат-

ности r  
)2,1( =r  

) ( cos
sin ),

) ( cos
sin ),

max( , )

x
s

s
r x

s

s

а y e L x
M x

б y x e L x
M x

s n m

= +

+

= +

+

=

α

α

β
β

β
β



  

Здесь )(xRn  sL  и sM  – многочлены с неопределенными 
коэффициентами. 

Таблица 9 
Решение ЛНДУ n -го порядка  

(метод неопределенных коэффициентов) 
№ 

 
Вид правой 

части 
Корни ха-

рактестиче-
ского урав-

нения 

Вид частного 
решения 

1. 
)()( xPxf n=  – 

многочлен 
cтепени n  

а) 0 – не ко-
рень 

б) 0 – корень 
кратности r  

а) ( )

) ( )
n
r

n

y R x

б y x R x

=

=




 

2. ( ) ( )kx
nf x e P x=  

а) k  – не 
корень 

б) k  – ко-
рень кратно-

сти r  

) ( )

) ( )

kx
n

r kx
n

а y e R x

б y x e R x

=

=




 

3. 
xB

xAxf
β

β
sin

cos)(
+

+=
 

а) βi  – не 
корень 

б) βi  – ко-
рень 

кратности r  )sin
cos(~)

sin
cos~)

1

1

1

1

xB
xAxyá

xB
xAyà

r

β
β

β
β

+
+=

+
+=
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Оконание таблицы 9 

4. 
( ) ( ) cosn

( )sinm

f x P x x= +
а) βi  – не 
корень 

б) βi  – ко-
рень 

кратности r  

) cos
sin ,

) ( cos
sin ),

max( , )

s

s
r

s

s

а y L x
M x

б y x L x
M x

s n m

= +

+

= +

+

=

β
β

β
β

%

%  Q x x+

β
β

 

) ( cos
sin ),

) ( cos
sin ),

max( , )

x
s

s
r x

s

s

а y e L x
M x

б y x e L x
M x

s n m

= +

+

5. 
( )

( ( ) cos

x

n

f x e
P x x

= ⋅
⋅ +

α

β
( )sin )mQ x x+ β

 

а) βα i+  – 
не корень 
б) βα i+  – 
корень крат-
ности 

= +

+

=

α

α

β
β

β
β

%

%

 

r  
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§ 4. Системы дифференциальных уравнений 
4.1. Нормальная система дифференциальных уравнений  
Опр. 1. Система дифференциальных уравнений (СДУ) вида:  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

),,,,,(

),,,,,(

),,,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

xxxtf
dt
dx

xxxtf
dt
dx

xxxtf
dt
dx

K

KKKKKKKKKKK

K

K

 или  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=
=

),,,,,(

),,,,,(
),,,,,(

21

2122

2111

nnn

n

n

xxxtfx

xxxtfx
xxxtfx

K&

KKKKKKKKKKK

K&

K&

где  – неизвестные функции независимой перемен-
ной , называется нормальной системой. 

nxxx ,,, 21 K

t
Если правые части нормальной СДУ являются линейными 

функциями относительно , то СДУ называется ли-
нейной. 

nxxx ,,, 21 K

Иногда нормальную СДУ удается свести к одному уравне-
нию –го порядка, содержащему одну неизвестную функцию. 
Сведение нормальной системы к одному уравнению может быть 
достигнуто дифференцированием одного из уравнений системы 
и исключением всех неизвестных, кроме одного (так называе-
мый метод исключения). 

n

В некоторых случаях, комбинируя уравнения системы, по-
сле несложных преобразований удается получить легко интег-
рируемые уравнения (так называемый метод интегрируемых 
комбинаций), что позволяет найти решение системы. 

Пример 1. Решить СДУ  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx ,

 

при начальных условиях 0)0(,2)0( == yx . 
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◄ Продифференцируем по  первое уравнение: t

dt
dy

dt
dx

dt
xd

+=2

2

; исключая из полученного уравнения 
dt
dy

 и , 

имеем 

y

022

2

=− x
dt

xd
. Характеристическое уравнение  

имеет корни 

022 =−k

22,1 ±=k . Сл–но, общее решение для x  запишет-
ся в виде 

2
2

2
1

tt eCeCx −+= . 
Общее решение для  находится из первого уравнения:  y

2
2

2
1 )12()12( tt eCeCx

dt
dxy −++−=−= . 

Воспользуемся начальными условиями для нахождения 
произвольных постоянных: 

0)()(2,2 212121 =+−−=+ CCCCCC . 

Отсюда 2/)22(,2/)22( 21 −=+= CC . Т. о., искомое 
частное решение имеет вид 

22 )
2
21()1

2
2( tt eex −−++= , 22

2
2

2
2 tt eey −−= .► 

Пример 2. Решить СДУ  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

yx
y

dt
dy

yx
x

dt
dx

32

,
32

 

при начальных условиях 2)0(,1)0( == yx . 
◄ Составим первую интегрируемую комбинацию. Разделив 

первое уравнение на второе, получим  

,lnlnln;; 1Cyx
y

dy
x

dx
y
x

dy
dx

+===  т.е. yCx 1= . 

Составим вторую интегрируемую комбинацию. Сложив уд-
военное первое и утроенное второе уравнения, получим 
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,32;132 dtdydx
dt
dy

dt
dx

=+=+  т.е. 232 Ctyx +=+ . 

Из системы уравнений , находим общее 

решение исходной системы 
⎩
⎨
⎧

+=+
=

2

1

32
,

Ctyx
yCx

32
,

32
)(

1

2

1

21

+
+

=
+
+

=
C

Cty
C

CtCx . 

Используя начальные условия, получаем 

,
32

2,
32

1
2

2

1

21

+
=

+
=

C
C

C
CC

 т.е. 8,
2
1

21 == CC . 

Подставив в общее решение найденные значения  и , 
получим частные решения, удовлетворяющие начальным усло-
виям: 

1C 2C

2)4/1(,1)8/1( +=+= tytx .► 

Пример 3. Решить СДУ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=

++−−=

.5,1

,4142

2tyx
dt
dy

tyx
dt
dx

 

◄ Методом исключения сведем эту систему к одному урав-
нению относительно неизвестной функции ( )tx . 

Для этого продифференцируем 1-е уравнение системы по 

переменной  и получим: t 4422

2

+−−=
dt
dy

dt
dx

dt
xd

. 

Подставим 
dt
dy

 из 2-го уравнения системы и получим: 

( ) 4644245,142 22
2

2

+−−+−=+++−−−= tyx
dt
dxtyx

dt
dx

dt
xd

. 

Из 1-го уравнения системы выразим 

1424 −−+=− tx
dt
dxy  и подставим в 2

2

dt
xd

, после преобразова-

ний получим: 
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3466 2
2

2

+−−=−+ ttx
dt
dx

dt
xd

. 

Получили ЛНДУ 2-го порядка со специальной правой ча-
стью. Характеристическое уравнение  имеем ре-
шения  и 

062 =−+ kk
21 =k 32 −=k . Поэтому общее решение соответст-

вующего ЛОДУ 2-го порядка имеет вид: 
tt eCeCx 3

2
2

1
−+= , где constCC =21, . 

По виду правой части ( ) 346 2 +−−= tttf  можно составить 
вид частного решения ЛНДУ: CBtAtx ++= 2~ . Значения , A
B  и  найдем методом неопределенных коэффициентов: 

, 
C

1=A 1=B , 0=C . Поэтому   ttx += 2~ . 
Окончательно tteCeCxxx tt +++=+= − 23

2
2

1
~ . 

Из 1-го уравнения системы выразим неизвестную функцию y : 

( )142
4
1

−−+′−= txxy , 

и, подставив в нее найденную функцию x , получим: 
23

2
2

1 5,0 teCeCy tt −+−= − .► 

4.2. Решение линейных СДУ с постоянными  
коэффициентами с помощью матриц  

Пусть дана система  линейных дифференциальных урав-
нений с  неизвестными функциями : 

n
n )(,),(),( 21 txtxtx nK

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+++=

+++=

+++=

.

,

,

,

2211

2222121
2

1212111
1

nnnnn
n

nn

nn

xaxaxa
dt

dx

xaxaxa
dt
dx

xaxaxa
dt
dx

K

KKKKKKKKKKKKKK

K

K

 

где nji,a ji ,1,, =∈R . 
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Эту систему можно записать в виде одного матричного 

дифференциального уравнения AX
dt
dX

= , где  

.,,
2

1

2

1

21

22221

11211

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

dt
dx

dt
dx
dt
dx

dt
dX

x

x
x

X

aaa

aaa
aaa

A

nnnnnn

n

n

K
K

K

KKKK

K

K

 

Ищем решение системы виде  
t

nn
tt epxepxepx λλλ === ,,, 2211 K , 

где ),1(, niconstpconst i ===λ . Подставив значения 
 в СДУ, получим систему линейных алгебраических 

уравнений относительно : 
nxxx ,,, 21 K

nppp ,,, 21 K

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=λ−+++

=++λ−+
=+++λ−

.0)(

,0)(
,0)(

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

papapa

papapa
papapa

K

KKKKKKKKKKKKKK

K

K

 

Система должна иметь ненулевое решение, поэтому для оп-
ределения  получаем уравнение -ой степени λ n

0

21

22221

11211

=

λ−

λ−
λ−

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

K

KKKK

K

K

, 

или 0=− EA λ , где E  – единичная матрица размером nn× . 
Последнее уравнение является характеристическим уравне-

нием матрицы A  и в то же время характеристическим уравне-
нием системы. 
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Предположим, что характеристическое уравнение имеет  
различных корней 

n
nλλλ ,,, 21 K , которые являются характери-

стическими числами матрицы . Каждому характеристическо-
му числу соответствует свой собственный вектор. Пусть харак-
теристическому числу 

A

kλ  соответствует собственный вектор 

, где ),,,( 21 nkkkk pppP K= nk ,1= , который находится из мат-
ричного уравнения ( ) θλ =⋅− kk PEA , где θ  – нулевая матрица 
размером . 1×n

Тогда СДУ имеет  решений: n
1-ое решение, соответствующее корню 1λ=λ : 

;,,, 111
1121211111

t
nn

tt epxepxepx λλλ === K  
2-ое решение, соответствующее корню 2λ=λ : 

;,,, 222
2222221212

t
nn

tt epxepxepx λλλ === K  
…………………………………………………. 

n -ое решение, соответствующее корню nλ=λ : 

.,,, 2211
t

nnnn
t

nn
t

nn
nnn epxepxepx λλλ === K  

Мы получили фундаментальную систему решений. Общее 
решение СДУ таково: 

.

,
,

2211

22222112

11221111

nnnnnn

nn

nn

xCxCxCx

xCxCxCx
xCxCxCx

+++=

+++=
+++=

K

KKKKKKKKKKKK

K

K

 

Случаи комплексных и кратных корней рассмотрим на 
примерах. 

Решение неоднородной СДУ рассмотрим на примере СДУ 
2-го порядка вида: 

FAX
dt
dX

+= , 

где , 
( )
( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
=

ty
tx

X
( )
( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
′
′

=
ty
tx

dt
dX

, , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

A
( )
( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
=

tf
tf

F
2

1 . 
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1) Составим и решим однородную систему AX
dt
dX

=  ме-

тодом Эйлера. 
Характеристическое уравнение системы: 0=λ− EA , где 

E  – единичная матрица 2-го порядка. Его решение – собствен-
ные числа  и 1λ 2λ . 

1
2221

1211 0 λ
λ

λ
λ ⇒=

−
−

=−
aa

aa
EA  и 2λ . 

Для каждого собственного числа найдем собственный век-

тор  из уравнения ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

i

i
i p

p
P ( ) 0=⋅− ii PEA λ , где 2,1=i . 

Тогда частные решения однородной системы ДУ: 
tepx 1

111
λ= , , tepx 2

211
λ=

tepy 1
121

λ= , . tepy 2
222

λ=
Поэтому общее решение однородной системы: 

2211

2211 ,
yCyCy
xCxCx

+=
+=

 или CWX ⋅= , 

где , . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

21

21

yy
xx

W const
C
C

C =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

2) Найдем решение неоднородной СДУ методом вариации 
произвольных постоянных. 

Пусть ( ) ( )
( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
=

tC
tC

tC
2

1 . Тогда решение неоднородной СДУ 

будем искать в виде: 
( ) ( )
( ) ( ) 2211

2211 ,
ytCytCy
xtCxtCx

+=
+=

 или ( )tCWX ⋅= . 

Для нахождения неизвестных функций ( )tC1  и ( )tC2  соста-
вим и решим систему: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

=′+′
=′+′

tfytCytC
tfxtCxtC

22211

12211 ,
 или ( ) FtCW =′⋅ . 

Решение этой системы можно найти в матричном виде: 
( ) FWtC ⋅=′ −1 , 

где  – обратная матрица для  (она существует, так как 
частные решения однородной системы образуют фундаменталь-
ную систему решений, то есть линейно независимы). Поэтому: 

1−W W

( ) CdtFWtC +⋅= ∫ −1  или 
( ) ( )
( ) ( ) .

,

222

111

CdttCtC

CdttCtC

+′=

+′=

∫
∫

 

Подставляя ( )tC  в вид общего решения неоднородной СДУ 
, получим искомый результат. ( )tCWX ⋅=

Пример 4. Найти общее решение СДУ: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=

++−−=

.5,1

,4142

2tyx
dt
dy

tyx
dt
dx

 

◄ 1) Однородная система имеет вид: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=

−−=

,

,42

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 для 

нее , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
=

11
42

A
( )
( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
=

ty
tx

X . Характеристическое уравне-

ние: 

.3,20
11

42
21 −==⇒=

−−
−−−

=− λλ
λ

λ
λEA  

Для 21 =λ  найдем  из матричного уравнения 

: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

12

11
1 p

p
P

( ) 011 =⋅λ− PEA
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( )
( ) ( )

.
1

1

0
,044

0211
,0422

11211

1211

1211

1211

1211

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⇒−=⇒

⇒
⎩
⎨
⎧

=−−
=−−

⇒
⎩
⎨
⎧

=−+−
=−−−

Ppp

pp
pp

pp
pp

 

Для 32 −=λ  найдем  из матричного уравнения ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

22

21
2 p

p
P

( ) 022 =⋅− PEA λ : 
( )( )

( ) ( )( )

.
1
4

4

04
,04

0311
,0432

22221

2221

2221

2221

2221

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⇒=⇒

⇒
⎩
⎨
⎧

=+−
=−

⇒
⎩
⎨
⎧

=−−+−
=−−−−

Ppp

pp
pp

pp
pp

 

Найдем решение однородной СДУ: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
+

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=⋅=

−

−

−

−

tt

tt

tt

tt

eCeC
eCeC

C
ee
ee

CWX 3
2

2
1

3
2

2
1

32

32 44
. 

2) Методом вариации решение неоднородной СДУ будем 
искать в виде: 

( )tCWX ⋅=  или 
( ) ( )
( ) ( ) .

,4
3

2
2

1

3
2

2
1

tt

tt

etCetCy
etCetCx
−

−

+−=
+=

 

Будем искать неизвестные функции  и ( )tC1 ( )tC2 : 
( ) FWtC ⋅=′ −1 , 

где , .  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
= 25,1

41
t

t
F ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

−

−

tt

tt

ee
ee

W 32

32 4

Найдем обратную матрицу: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅=

−−
−

tt

tt

ee
ee

W 33

22
1 4

5
1

. То-

гда: 
( )
( ) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
++−

⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅=⋅

−−−
−

145,1
146

5
1

5,1
414

5
1

23

22

233

22
1

tte
tte

t
t

ee
ee

FW t

t

tt

tt

. 
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Поэтому ( ) ( )
( ) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
++−

⋅=⋅=′
−

−

145,1
146

5
1

23

22
1

tte
tte

FWtC t

t

. После 

интегрирования получим: 

( ) ( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
++

=
−

2
23

10
1

1
22

5
1

2
3

Ctte
Ctte

tC t

t

. 

В итоге найдем решение неоднородной СДУ: 

( ) ( )
( ) =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
++

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=⋅=

−

−

−

2
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1

1
22

5
1
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2
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Ctte
Ctte

ee
ee

tCWX t

t

tt

tt

 

( )
( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−+−
+++

=
−

−

ty
tx

teCeC
tteCeC

tt

tt

23
2

2
1

23
2

2
1

5,0
4

.► 

Пример 5. Найти общее решение СДУ  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++−=

−−=

−−=

.3124

,3

,126

zyx
dt
dz

zyx
dt
dy

zyx
dt
dx

 

◄ Составим характеристическое уравнение матрицы сис-
темы: 

.0
3124

131
1126

=
λ−−

−λ−−
−−λ−

 

Раскрывая определитель, находим  
,0123612724121248)9)(6( 2 =λ−+λ−+λ++−−−λλ−  

или окончательно . Это уравнение имеет 
корни 

06116 23 =−λ+λ−λ
3,2,1 321 =λ=λ=λ . Определяем собственные векторы 

матрицы . A
При  получаем систему уравнений  1=λ



 231 









=++−
=−−
=−−

,02124
,04

,0125

321

321

321

ppp
ppp

ppp
 

одно из которых – следствие двух других. Возьмем, например, 
первые два уравнения: 

,0125 321 =−− ppp  04 321 =−− ppp . 
Отсюда  

,8,4,8 321 СpСpСp −===  constC = . 
Приняв 4/1=k , получаем собственный вектор ).2;1;2( −  
При 2=λ  имеем систему  









=++−
=−−
=−−

.0124
,05

,0124

321

321

321

ppp
ppp

ppp
 

Снова используя первые два уравнения (третье – их следст-
вие), находим  

,8,3,7 321 CpCpCp −===  constC = . 
приняв 1=k , получаем собственный вектор ).8;3;7( −  

При 3=λ  имеем систему  









=+−
=−−
=−−

.0124
,06

,0123

21

321

321

pp
ppp

ppp
 

Из последнего уравнения находим 21 3pp = . Подставляем 
это значение 1p  в первое уравнение и находим 23 3pp −= . 
Приняв ,12 =p  получаем 31 =p , 33 −=p , т.е. собственный 
вектор )3;1;3( − . 

Фундаментальная система решений: 
для ,2,,2:1 312111

ttt exexex −====λ  

для ,8,3,7:2 2
32

2
22

2
12

ttt exexex −====λ  
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для .3,,3:3 3
33

3
23

3
13

ttt exexex −====λ  
Общее решение записывается в виде  

,3

,372
3

3
2

212

3
3

2
211

ttt

ttt

eCeCeCx
eCeCeCx

++=

++=
 

.382 3
3

2
213

ttt eCeCeCx −−−= ► 
Пример 6. Найти общее решение СДУ  










+=

−=

.43

,34

21
2

21
1

xx
dt
dx

xx
dt
dx

 

◄ Составляем характеристическое уравнение матрицы сис-
темы: 

,0
43

34
=

λ−
−λ−

 ii 34,34,9)4( 2 ±=λ±=−λ−=λ− . 

Определяем собственные векторы. 
При i341 +=λ  получаем систему уравнений  





=−
=−−

.033
,033

21

21

ipp
pip

 

Т.о., 21 ipp = . Приняв 12 =p , находим ip =1 , т.е. собст-
венный вектор )1;(i . 

При i342 −=λ  получаем систему уравнений  





=+
=−

.033
,033

21

21

ipp
pip

 

Отсюда находим собственный вектор )1;( i− . 
Фундаментальная система решений: 

для i341 +=λ : 

);3sin3(cos

),3cos3sin(
4)34(

21

4)34(
11

titeex
titeiex

tti

tti

+==

+−==
+

+
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для i342 −=λ : 

).3sin3(cos

),3cos3sin(
4

22

4)34(
12

titex
titeeix

t

tti

−=

−−=−= −

 

Итак, получаем общее решение  

),3sin3(cos)3sin3(cos

),3cos3sin()3cos3sin(
4

2
4

12

4
2

4
11

titeCtiteCx
titeCtiteCx

tt

tt

−++=

−−++−=
 

т.е. 

].3sin)(3cos)[(

],3cos)(3sin)([

2121
4

2

2121
4

1

tiCCtCCex
tiCCtCCex

t

t

−++=

−++−=
 

Полагая *
221

*
121 )(,)( CiCCCCC =−=+ , получаем 

).3sin3cos(

),3cos3sin(
*
2

*
1

4
2

*
2

*
1

4
1

tCtCex
tCtCex

t

t

+=

+−=
 

Общее решение может быть найдено и иначе. В решениях, 
соответствующих одному из комплексных характеристических 
чисел, отделим действительную и мнимую части (сопряженное 
характеристическое число мы не рассматриваем, так как реше-
ния, соответствующие корню bia − , линейно зависимы с реше-
ниями корня bia + ): 

.3sin3cos
,3cos3sin

44)34(

44)34(

tietee
tieteie

ttti

ttti

+=

+−=
+

+

 

Получаем два линейно независимых частных решения: 

.3sin,3cos

,3cos,3sin
4

22
4

12

4
21

4
11

textex
textex

tt

tt

==

=−=
 

Общее решение 
,, 22221121221111 xCxCxxCxCx +=+=  

т.е.  
)3cos3sin( 21

4
1 tCtCex t +−= , 

).3sin3cos( 21
4

2 tCtCex t += ► 
Пример 7. Найти общее решение СДУ 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

=

−=

.

,

,

21
3

1
2

31
1

xx
dt
dx

x
dt
dx

xx
dt
dx

 

◄ Составляем характеристическое уравнение матрицы сис-
темы: 

,0
11

01
101
=

λ−−
λ−

−λ−
 или . 0)1)(1( 2 =λ+λ−

Характеристические числа: ii −=λ=λ=λ 321 ,,1 . 
При  для определения собственного вектора получа-

ем систему уравнений  
11 =λ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=−

=−

.0
,0

,0

321

21

3

ppp
pp

p
 

Эта система определяет собственный вектор . )0;1;1(
При  для определения собственного вектора получа-

ем систему уравнений  
i=λ2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=−

=−−

.0
,0

,0)1(

321

21

31

ippp
ipp

ppi
 

Эта система определяет собственный вектор )1;;1( ii −− . 
Собственный вектор, соответствующий характеристиче-

скому числу i−=λ3 , мы рассматривать не будем, так как оно 
сопряжено с i=λ2 . 

Значению 11 =λ  соответствуют решения 
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.0,, 312111 === xexex tt  
Значению i=λ2  соответствуют решения 

).cos(sin)sin(cos)1(
,cossin,sincos

ttittei
titietite

it

itit

−++=−

−=−+=
 

Отделяя действительные части, получим решения 
ttxtxtx sincos,sin,cos 322212 +=== . 

Отделяя мнимые части, находим решения 
.cossin,cos,sin 332313 ttxtxtx −=−==  

Общее решение 

,cossin

,sincos

3212

3211

tCtCeCx

tCtCeCx
t

t

−+=

++=
 

).cos(sin)sin(cos 323 ttCttCx −++= ► 
Пример 8. Найти общее решение СДУ  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

.3

,5

21
2

21
1

xx
dt
dx

xx
dt
dx

 

◄ Решаем характеристическое уравнение: 

,0
31

15
=

λ−
−λ−

 .4,91)3)(5( 21 =λ=λ−=+λ−λ−  

Если  – корень характеристического уравнения крат-
ности , то этому корню соответствует решение  

1λ
m

,)(,,)(,)( 111
2211

t
nn

tt etpxetpxetpx λλλ === K  
где  – многочлены степени не выше ),(),(),( 21 tptptp nK 1−m .  

Т.о., двукратному корню 4=λ  соответствует решение:  
)( 21

4
1 ataex t += , . )( 21

4
2 btbex t +=

Дифференцируя  и , получим 1x 2x
tttt ebtbeb

dt
dxeataea

dt
dx 4

21
4

1
24

21
4

1
1 )(4,)(4 ++=++= . 
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Значения , , 1x 2x
dt
dx1 , 

dt
dx2  подставим в систему уравне-

ний. После сокращения на  имеем te4

).(3)(4
),()(5)(4

2121211

2121211

btbatabtbb
btbataataa

+++=++
+−+=++

 

Приравнивая коэффициенты при  и свободные члены, по-
лучаем системы уравнений: 

t

⎩
⎨
⎧

+=
−=

,34
,54

111

111

bab
baa

   
⎩
⎨
⎧

+=+
−=+

.34
,54

2221

2221

babb
baaa

Отсюда следует, что 11 ba = , 1122 baba ==− . Полагая 
, 11 Ca = 22 Ca =  ( constCC =21, ), находим 11 Cb = , 

. Сл–но, 122 CCb −=
)( 21

4
1 CtCex t += , .► )( 121

4
2 CCtCex t −+=
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